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Capitulo 1

Introduccion

La Teorfa de la Relatividad General (TRG) de Einstein desde su formula-
cién a comienzos del siglo XX, a pesar de ciertos problemas internos (e.g. el
problema de la energia del campo gravitatorio), se consolidé como la teoria
(clasica) mas precisa que describia la interaccién gravitatoria constituyendo
en si misma una teoria completa que dificilmente podia imaginarse modi-
ficada. Este hecho contribuy6 a que los esfuerzos de las investigaciones se
invirtieran en la incipiente teoria cuantica, y los campos de la fisica nuclear
y de particulas comenzaron a adquirir un interés generalizado. La situacion
no cambiaria hasta los anos 60, época en la que descubrimientos como el
de la radiacién césmica de fondo (1964), los cudsares y los pulsares (1967)
asi como el intento de descubrir radiaciéon gravitatoria hicieron que la TRG
volviera a examinarse a la luz de la floreciente nueva fenomenologia.

Por otra parte, culminando los primeros pasos dados por Weyl [1] hacia
1918, en 1954 Yang y Mills [2] sentaron las bases del Principio de invarian-
cia gauge y del Principio de Acoplamiento Minimo en sus trabajos sobre el
isospin. Poco después, Ryoyu Utiyama [3] en 1956 generalizé el procedimien-
to de Yang-Mills a grupos de Lie arbitrarios asociados a simetrias internas,
asentando asi el esquema general que describe la formulacién de las interac-
ciones fundamentales internas y, asimismo, esboz6 su extensién a grupos de
simetrias espacio-temporales.

Nos gustaria indicar que la nocién de grupo de Lie surge a finales del
siglo XIX en el ambito de estudio de las ecuaciones diferenciales como una
valiosa herramienta para describir las simetrias de estas ecuaciones como
un grupo continuo de transformaciones. No obstante, el significado de los
grupos de Lie con el tiempo ha superado su mera utilidad a la hora de
resolver ecuaciones complicadas y desde el trabajo de Utiyama ha quedado
establecida su relevancia en la estructura simétrica de las teorias gauge.
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De acuerdo con el Principio de Invariancia Gauge, un campo de materia
1 descrito por un Lagrangiano invariante bajo un cierto grupo de simetria G,
que actiia unitariamente sobre sus estados internos', puede extender esta si-
metria rigida original a una simetria local o “gauge” , generada por el grupo
de “corrientes” G(Z,t), a cambio de introducir en la teoria nuevos poten-
ciales A,, denominados campos “compensadores” o gauge. El acoplamiento
especifico a los campos de materia resulta de corregir todas las derivadas
de 9 que aparezcan en el Lagrangiano con un término aditivo de la forma
qA,p donde ¢ es una constante de acoplamiento. Esta forma particular de
introducir la interaccién constituye el llamado Principio de Acoplamiento
Minimo.

El contexto matematico donde se describe la teoria gauge de interacciones
asociadas con simetrias internas esta basado en el formalismo Lagrangiano,
definido sobre el fibrado de los 1-jets J'(FE) de un fibrado E sobre el espacio-
tiempo de Minkowski M. En el Capitulo 2 se presentan los aspectos basicos
del célculo de variaciones sobre fibrados jets, prestando especial atencion a
todas las nociones que son necesarias en el desarrollo del presente trabajo.

Como es bien sabido, el proceso mediante el que se promueve una si-
metria rigida subyacente dada a local? requiere la introduccién de una ley
de derivacién o conexién sobre el médulo I'(E) de las secciones de E. Dicha
conexion se interpreta como un potencial que proporciona la correspondiente
interacciéon gauge. Esta construccién culmina en el Teorema de Utiyama?,
que es el objeto central del Capitulo 3 de esta memoria, estableciendo que el
nuevo Lagrangiano asociado con los campos de materia que resulta después
de sustituir las derivadas ordinarias por derivadas covariantes en el Lagran-
giano de partida es invariante bajo el grupo local, asumiendo que los campos
compensadores transforman como conexiones. Con respecto a la dinamica
de los potenciales gauge, el teorema también establece que cualquier funcién
escalar del tensor de curvatura es un Lagrangiano invariante gauge.

La invariancia gauge interna permite asociar interacciones con grupos
de simetria, hecho fundamental de cara a la unificacién de las fuerzas fun-
damentales de la Naturaleza. Desde este punto de vista, el problema de la
unificacién de las interacciones basicas se convierte en el problema de encon-
trar grupos de simetria rigida que contengan subgrupos de modo no trivial,

IEsto es, 9/* = ‘Xﬁwﬁ , donde U es una representacién matricial unitaria del grupo de
Lie de simetria del sistema.

2En términos mateméticos dicho proceso supone extender la correspondiente lgebra
de Lie de partida considerando su producto tensorial por el dlgebra de funciones reales
diferenciables (C'*°) definidas sobre M.

3Este término parece haberse consolidado més recientemente en la bibliografia de
cardcter mas estrictamente matemético [4,5].
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es decir, no como producto directo. Asi pues, este contexto sirvié como es-
cenario para la unificacién de la interaccion electromagnética y débil en el
modelo de Weinberg-Salam (1967)* mediante el producto semidirecto de gru-
pos SU(2) @ U(1) (médulo Zs) y es la pieza clave en los modelos de Gran
Unificacion que incluyen la interaccion fuerte. No obstante, la eleccion fi-
nal de un “grupo de Gran Unificacion” para simetrias internas, tales como
SU(5) [6] o SU(10) [7], todavia es una cuestién abierta, mas bien de natu-
raleza fenomenolégica.

En definitiva, se puede afirmar que durante el siglo XX se ha logrado un
gran avance en la comprensién de los procesos fisicos fundamentales. Todos
los fenémenos observados se pueden reducir a cuatro fuerzas fundamentales.
Tres de ellas, la electromagnética, la débil y la fuerte constituyen los pilares
del Modelo Estandar y se describen mediante teorias de campos gauge, que
son corroboradas por las experiencia. De hecho, la teoria de la electrodinami-
ca cuantica es el modelo mas detalladamente elaborado de todas las teorias
de campos. Por su parte, la revision de los modelos de la interaccién débil
ha permitido eliminar la interaccion de cuatro fermiones, introducida feno-
menologicamente, adquiriendo pues una formulacion elegante en el marco de
las teorias gauge, de modo que la prediccion de las corrientes débiles neutras
y de los nimeros cuanticos de los hadrones es consecuencia de la concordan-
cia de los datos experimentales con la invariancia gauge. En relacion con la
interaccién fuerte, la cromodinamica cuantica ofrece la fundamentacién mas
apropiada de los modelos fenomenolégicos de quarks y proporciona la posi-
bilidad de explicar el fenémeno de la libertad asintética en el contexto de la
teoria cudntica de campos.® La cuarta fuerza, la gravedad, esta descrita por
la TRG, que es una teoria muy diferente a las anteriores tanto desde el punto
de vista conceptual como por las evidencias fenomenologicas existentes. De
hecho, a pesar de los esfuerzos, la TRG todavia no se ha logrado reconciliar
satisfactoriamente con la teoria cuantica, y, hasta el momento, los métodos
de cuantizacion usuales han fracasado en la formulacién de una teoria consis-
tente de gravedad cudntica.® Ademds, experimentalmente, la TRG sélo se ha
podido testar directamente a escalas muy superiores a la de Planck (longi-

4 Aproximadamente, unos cien afios después de que Maxwell consiguiera unificar las
ramas de la electricidad y el magnetismo en su teoria del electromagnetismo.

5No asi ocurre, sin embargo, con la explicacién del confinamiento de quarks, cuestién
que todavia no estd muy clara.

6Las aproximaciones més recientes a la cuantizacién de la gravedad estdn basadas en
la suposicién de que la TRG es un limite a bajas energias de una teoria mas fundamental
subyacente, como la Teoria de Cuerdas, la Gravedad Cudntica de Lazos, etc. También
existe la posibilidad de que la gravedad sea esencialmente una teoria no cuantizable, 7y,
en tal caso, la TRG seria una teoria emergente que provendria de una teoria subyacente
desconocida.
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tudes mayores de 1 mm). Estas dificultades técnicas obviamente suponen un
problema adicional, a saber, la unificacion de la gravitacion y las interacciones
internas. En la actualidad la busqueda de una teoria que describa las cuatro
interacciones fundamentales a partir de un tnico principio es una cuestion
abierta. Asi pues, los trabajos pioneros de la teoria gauge de la gravitacion
surgieron como un intento natural de formular la interaccién gravitatoria en
el marco de las teorias gauge de modo andlogo al resto de las interacciones
fundamentales. El trabajo de Utiyama de 1956, ademés de sus logros en lo
que respecta a las interacciones internas, aporté el primer modelo de teoria
gauge de gravedad, basandose en el grupo de Lorentz, poniendo en pie de
igualdad a la gravitacion y el resto de interacciones fundamentales. Sin em-
bargo, existian ciertas dificultades, entre las que hay que destacar el hecho de
que las tétradas con las que se construye el tensor métrico fueron introducidas
por Utiyama ad hoc mediante la consideracion de un sistema de coordena-
das curvilineas sin atender al principio de invariancia gauge, que prescribe la
forma precisa en que es necesario introducir los campos gauge. Fue precisa-
mente esta peculiaridad la que motivé a Kibble a construir su teoria gauge
del grupo de Poincaré (1961) [8] con el fin de corregir la “deficiencia” de la
teoria de Utiyama, aunque Kibble tampoco trata en pie de igualdad a los
potenciales translacionales y a los Lorentzianos. También hay que resaltar
que mientras que Utiyama anula a mano las componentes no simétricas de la
conexion tal y como ocurre en la TRG, en la teoria de Kibble la conexién es
no simétrica y, por tanto, admite torsion ademaés de curvatura. El trabajo de
Kibble supuso la vuelta a ideas tales como las de Cartan, quien hacia 1922
habia ya propuesto un modelo gravitatorio caracterizado por una conexion
no simétrica dando lugar a la geometria de Riemann-Cartan, caracterizada
por curvatura y torsién’. Tras los pioneros trabajos de Utiyama y Kibble, se
ha dedicado un gran esfuerzo por tratar de alcanzar una comprension cla-
ra de la gravedad como teorfa gauge (e.g. [9]- [34]), aunque completamente
desconectada de las otras interacciones.

En esta memoria revisamos la formulacién del Principio de Acoplamiento
Minimo incluyendo el caso en que el grupo de simetria rigida también actie
sobre el espacio-tiempo, permitiendo asi la generalizacion del Teorema de
Utiyama para simetrias gauge espacio-temporales (Capitulo 4). En este pro-
ceso, como veremos, la interpretacién (vélida en el caso de simetrias internas)
de los bosones vectoriales mediadores de la interaccién como conexiones deja
de ser tan nitida. Este contexto permite la revision de las teorias gauge de

"Es interesante notar que Cartan adicionalmente intuia que la fuente de dicha torsién
estarfa relacionada con la densidad de momento angular interno. Sin embargo, en aquella
época no se tenia conocimiento del spin y su teoria qued6 al margen.
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la gravedad en el Capitulo 5, donde se estudian las teorias gravitacionales
asociadas a diversas simetrias espacio-temporales locales.

Como se dijo antes, el deseo de construir un esquema unificado de la gra-
vitacion y las demas fuerzas fue precisamente lo que desperté el interés de la
formulacion de la teoria gauge de la gravedad. En este sentido, hay que in-
dicar que Weyl junto con Cartan, Kaluza y Eddington, hacia los anos 20 del
siglo pasado, fueron los autores de las primeras teorias que trataron el proble-
ma de la unificacion de la gravedad con otras interacciones. Dicha unficacién
supondria la mezcla no trivial de un grupo de simetrias espacio-temporales y
algin grupo de simetrias internas, pero este hecho esta explicitamente prohi-
bido por los llamados teoremas “no-go” debidos a O’Raifeartaigh, Coleman,
Mandula, Michel, etc. ( [35]- [40]). Estos teoremas establecen que no eziste
ningun grupo de Lie de dimension finita conteniendo al grupo de Poincaré,
actuando como difeomorfismos del espacio-tiempo de Minkowski, y a cual-
quier grupo interno de tipo SU(n), salvo el producto directo. De hecho, la
nocién de supersimetria fue desarrollada originariamente en los anos 70, prin-
cipalmente por Salam y Strathdee [41], como una salida a los mencionados
teoremas ‘no-go”, aunque tal tentativa parece haber resultado infructuosa
hasta el momento presente. Sin embargo, existe una manera simple aun-
que no trivial de salvar tales teoremas, a saber, recurrir a las extensiones
de grupos de Lie y a la teoria de representaciones irreducibles de grupos de
Lie ordinarios pero de dimension infinita. En particular, en esta memoria en
el Capitulo 6 se reemplaza el grupo de Poincaré por el grupo de simetria
espacio-temporal de la particula cuantica relativista, esto es, la extension
central del grupo de Poincaré por U(1). La simetria propuesta ya ha sido ex-
plotada con éxito para describir el problema andlogo al de la unificacién de
la gravedad y el electromagnetismo [42] en el contexto de la mecénica clasica
de una particula usando las técnicas de la llamada Cuantizacion Sobre Gru-
pos (CSG) [43]. La CSG originalmente fue formulada como un esquema de
cuantizacion grupo-tedrico designado a obtener la dindmica cuantica de un
sistema a partir de un grupo de Lie centralmente extendido. No obstante, este
método también describe de modo natural el limite clasico en la formulacion
de Hamilton-Jacobi.

A pesar del éxito de la teoria gauge en la descripcién de muchos aspectos
del Modelo Esténdar (ME) de particulas, uno de los problemas fundamen-
tales que aun persiste hoy dia es la ausencia de un mecanismo dinamico
de generacion de masa. Como es bien sabido, la implementacion de la in-
variancia gauge implica la existencia de campos gauge sin masa. Si en el
Lagrangiano de la teoria se introducen explicitamente términos de masa pa-
ra los bosones gauge entonces se viola la invariancia gauge y, en consecuencia,
el comportamiento de la teoria para altas energias deja ser renormalizable.
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La salida del ME a este problema pasa por la consideracion de la posibilidad
del fenémeno de rotura espontdinea de la simetria descrita por el Mecanismo
de Higgs-Kibble. Sin embargo, la extrapolaciéon del mecanismo de ruptura de
la simetrfa, propio de la fisica de la materia condensada no relativista®, al
caso de la interacciéon electrodébil no parece obvia en un principio, mas ain
teniendo en cuenta la ausencia de evidencias fenomenoldgicas a favor de la
existencia del boson de Higgs. Consecuentemente, uno de los propdsitos de
esta memoria es la formulacién Lagrangiana de la teoria gauge de modo que
la masa de los campos gauge surja de manera “natural” preservando la inva-
riancia gauge. En este sentido, el Capitulo 7 se dedica a la construccién de la
correspondiente versiéon del Teorema de Utiyama incorporando la dindmica
del propio grupo de gauge como alternativa al mecanismo de Higgs, de modo
que se generaliza el llamado Modelo de Stueckelberg de la Electrodinami-
ca [44] al caso de simetrias no Abelianas. En esta formulacién el mecanismo
de generacion de masa no exige la existencia del bosén de Higgs y el modo
especifico para dotar de masa al resto de las particulas esta basado en la mez-
cla no trivial de la gravedad y el electromagnetismo. Asimismo se aplica el
esquema seguido para el caso de simetrias espacio-temporales, lo cual, como
argumentaremos, puede tener cierta relevancia para dar cuenta de cierto sec-
tor de la materia oscura del Universo. En nuestra aproximacion se codifica
la informacién externa esencial en el grupo de simetria, y, por tanto, los
parametros del grupo de gauge, que vendran descritos por Lagrangianos de
tipo modelo o no lineal ( [45]- [47]), adquirirdn contenido dindmico. La teoria
se construye sobre la estructura matematica asociada a la nocion de grupo de
los jets del grupo de gauge. En este contexto, contrariamente a como ocurre
en la teoria estandar con rotura espontanea de la simetria, no serd necesario
suponer de entrada la existencia de campos escalares de materia con masa
imaginaria gobernados por un potencial especifico.

Merece la pena hacer notar que la incorporacion de los parametros de
grupo con cardcter dindmico en algunos modelos ya ha sido considerada’.
Especialmente destacamos que la relevancia de los parametros de grupo en
la teoria cudntica se hace mas patente en el método de la Cuantizacion so-
bre Grupos. En la CSG cuantizar (no perturbativamente) un sistema fisico
consiste en obtener las representaciones irreducibles unitarias del correspon-
diente grupo de Lie (o en su caso del algebra de Poisson) que describe la
simetria del sistema. Es importante enfatizar que, a diferencia de la Cuanti-

8Recuérdese que la rotura espontdnea de la simetria es la clave de la explicacién del
efecto Meissner.

9Por ejemplo, en [48] la Mecénica Euleriana de Fluidos convencional se extiende incor-
porando las variables de grupo con el fin de lograr describir un estado de plasma de quarks
y gluones producido como resultado de colisiones a alta energia de nicleos pesados [49].
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zacion Canodnica, en este contexto grupo-tedrico no se asume la existencia de
un sistema fisico clasico de partida que resolver y posteriormente cuantizar.
Por lo tanto, algunos de los problemas que surgen al aplicar las técnicas de
la Cuantizacién Candnica estandar, tales como la rotura espontdnea de una
simetria gauge o la apariciéon de anomalias, dejan de ser vistos como tales
problemas desde el punto de vista de la CSG y, de hecho, se convierten en
situaciones no extranas en el marco de la cuantizacién grupo-tedrica.

En el Capitulo 8 se generaliza la nocién de grupo de los jets del grupo de
gauge para estudiar la gravedad. En este caso, el nuevo enfoque se basa en la
idea de grupo de los jets del grupo de difeomorfismos de la variedad espacio-
temporal. En particular, se formula la Teoria de la Relatividad General en
su version conocida como Teleparalelismo.

Durante el desarrollo de esta memoria se han realizado los trabajos [50]-

[56).



16

CAPITULO 1. INTRODUCCION



Capitulo 2

Formalismo Lagrangiano sobre
fibrados jet

En este capitulo se presentan las nociones béasicas de fibrados jets que se
requieren para el resto de capitulos de esta memoria. El concepto de fibrado
jet fue introducido por Ehresmann [57] (otras referencias relevantes a este
respecto son las siguientes [58-63]). Originariamente, los fibrados jets fue-
ron concebidos como construcciones matematicas donde es posible escribir
ecuaciones diferenciales sobre las secciones de un fibrado de modo invariante.
Mas recientemente, los fibrados jets han resultado ser de un gran interés en
el célculo de variaciones. De hecho, la teoria clasica de campos puede ser
formulada sobre el fibrado de 1-jets J'(E) de un fibrado vectorial

ES M (2.1)

sobre el espacio-tiempo de Minkowski o cualquier otra variedad espacio-
temporal, usualmente una variedad orientada de dimension 4 y volumen de
integracién w (véase, por ejemplo, [58,64-66]). Las secciones de F, i.e. aplica-
ciones ¢ de la variedad base M en el espacio total £ de modo que mop = Iy,
constituyen los campos, y el fibrado de 1-jets generaliza a la teoria de campos
el espacio de definicién de los Lagrangianos de la Mecanica Analitica ordina-
ria, esto es, T(R®) x R — R, donde R estd parametrizado por el tiempo ¢ y
T(R?) por (¢*, ¢°). Comenzaremos con la construccién formal del fibrado jet
de un fibrado genérico E, no necesariamente un fibrado vectorial. *

ILa notacién de indices que usaremos a lo largo de esta memoria es la siguiente: em-
plearemos la primera mitad del alfabeto griego «,3,7,...(= 1,...,N) para denotar las
componentes internas de los campos de materia, la segunda mitad p,v, A, ...(= 0,...,3)
denotaré los indices espacio-temporales. Finalmente, usaremos la primera mitad del alfa-

17



18CAPITULO 2. FORMALISMO LAGRANGIANO SOBRE FIBRADOS JET

2.1. Fibrado de los 1-jets J'(F)

Consideremos un fibrado diferenciable F,
T E— M, (2.2)

y nombremos I',(F) al espacio de todas las secciones locales de E' cuyo do-
minio contiene el punto x € M. Se define el jet de primer orden, JL(E), de
secciones en el punto z como la clase de equivalencia de aquellas secciones
que estan relacionadas por la relacién (de equivalencia) A dada por:

Lo w@) = W(l’)
vy ‘:*{ Oublx) = Ou(). 29

Consideremos el conjunto J'(E) = U, JL(E). La proyeccién cartesiana
(¥, 2) —a (2.4)
define una proyeccion natural
™ JNE) = M (2.5)

que proporciona a J!(E) la estructura de fibrado sobre M. J'(E) es llamado
fibrado de 1-jets. ?

Localmente, E esta parametrizado por las coordenadas (z#, ¢) definidas
sobre 771(U) C E, U C M. Para el conjunto de secciones locales I'(7~(U))

.y . . 1
la relacion de equivalencia ~ puede ser expresada en la forma

= aj‘/

(W,z) & (W, 2) = (@) = oW (x)) (2.7)
0 (W(x)) = 0,0 ().

beto latino entre paréntesis (a), (b), (¢),...(= 1, ...,dimG) para etiquetar los indices de las
algebras de Lie. Enfatizamos que aqui los paréntesis en los indices no indican simetrizacién
o antisimetrizacion. Se omitiran los paréntesis al denotar las componentes en el grupo de
cualquier objeto de la teoria.

2Si E es el fibrado trivial se puede definir el fibrado de 1-jets como el espacio cociente

Ji(g) = LB X M (2.6)

1
siendo I'(E) el espacio de secciones globales de E (nétese que para fibrados triviales, las
secciones locales coinciden con las secciones globales). Esta definicién es la esencia de los

conceptos de 1-jets del grupo de gauge y 1-jets del grupo de difeomorfismos, que seran
introducidos mas tarde.
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Definamos las siguientes funciones sobre I'(m~1(U)) x U:

P () = 0w (P(2)). (2.8)

Dichas funciones son compatibles con la relacién de equivalencia A y, por
tanto, pasan al cociente definiendo las correspondientes funciones sobre
JHr~H(U)), también denotadas como (¢®, ¢%). Por (z#,¢%, %) denotare-
mos un sistema de coordenadas apropiadas para J!'(7~1(U)).?

2.2. Principios variacionales

2.2.1. Densidad Lagrangiana, extensiones jet y funcio-
nal de accién

El punto de partida de la formulaciéon geométrica de los principios varia-
cionales es la definicién de la densidad Lagrangiana como una funcién real

L:JYE)— R (2.9)

sobre el fibrado J'(E) de un fibrado vectorial E. Por tanto, £ depende lo-
calmente de los argumentos (z#, 9%, ¢}), aunque usualmente, debido a la
invariancia Poincaré, £ no dependera explicitamente de z*.

Sea ¢ una seccién local de E sobre U C M. La extension 1-jet de ¢,
74 (p) = P, es la tnica seccién de J*(E) tal que j! es una inyeccién local de
P(E) en D(JY(E)) y

0% li@en=0, (2.10)
donde 6 son las 1-formas de estructura sobre J' (71 (U)) definidas por
0% = dp® — p,dat. (2.11)

Dado un campo de vectores arbitrario X sobre £, X € I'(T'(E)) = X(F),
con expresion local

0 0
X =X* X 2.12
axu + a(pa ) ( )

3Como es usual, y dado que no deberia surgir confusién, no se distinguira entre ¢,

©* () o P=.
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su extensién 1-jet a través de la inyeccién j! es el tnico campo de vectores
74 (X) = X sobre J'(F) tal que X proyecta sobre X, esto es,
0

X:XJ“YZ{T@M (2.13)
7

y es una transformacion de contacto infinitesimal, i.e.
L0 = C56”, (2.14)

donde L+ es la derivada de Lie con respecto al campo de vectores X. Esta
segunda condicién representa la estabilidad del sistema de Pfaff {6} bajo X
y garantiza que las iméagenes de extensiones 1-jets son también extensiones
1-jets. Este requerimiento permite determinar explicitamente X asi como Cg
(véase Apéndice 10.1):

o ox« ox»
Ci = G5~ Figor (2.15)
— oxe oxv  [0X° 0X"¥

o — L« _ A &)
X, oo P B ( a7 P 8905) O - (2.16)

Hay que remarcar que j' es un isomorfismo entre algebras de Lie definido por
los campos sobre E y sus imdgenes sobre J'(E), ya que j' es una inyeccién

y
JHX YD) = [1(X), 4 (V) (2.17)

como se puede comprobar por computacion directa. Gracias a esta propiedad
las relaciones estructurales entre los generadores sobre £ no se pierden en el
proceso de extender su accién a J(E).

Dada una densidad Lagrangiana L, el funcional de accién & es la
aplicacién de I'(F) en R definida por

S:T(E)— R

S(0)= [, oy EGM DT, (2.18)

Vo € T'(E), donde w (= dz® A dx' A dz* A dx® sobre el espacio-tiempo de
Minkowski) es la 4-forma de volumen sobre M y 7'" su pull-back a J'(E)
(aunque en lo sucesivo se denotard sencillamente w)?. Para una exposicién

4Como ya se mencioné, M es una variedad orientable tetradimensional sin frontera con
la condicién asintética de que los campos se anulan cuando x — oo (e.g. espacio-tiempo de
Minkowski). Sin embargo, los resultados aqui presentados podrian ser extendidos a otras
variedades base.
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mas rigurosa de las definiciones y propiedades de los funcionales variacionales
que son introducidos en este capitulo pueden consultarse las referencias [58,
61] (véase también [64,66]).

2.2.2. Principio de Hamilton ordinario

El Principio de Hamilton Ordinario establece que las secciones criticas
(trayectorias) del problema variacional son las soluciones ¢ € I'(E) de

(8)pp(X) = [, Lx(£( (@)) =0,

donde X es un campo de vectores arbitrario sobre E.
Como es bien sabido, este principio conduce a las usuales ecuaciones de
movimiento de Euler-Lagrange

oL d [(oC
5~ o (a%) =0. (2.19)

2.2.3. Principio de Hamilton modificado

Quisiéramos terminar este breve Capitulo con la introduccién de algu-
nas nociones relativas a la generalizaciéon del calculo variacional mediante el
llamado Principio de Hamilton Modificado, de acuerdo con el cual se varian
secciones de J!(E). Si bien este punto de vista no es necesario para la pre-
sente memoria, este formalismo es ciertamente 1til cuando se consideran jets
de orden r arbitrario en el tratamiento de teorias de campos que dependen
de derivadas de orden superior o para el estudio de teorias que presentan un
caracter no local [64]. Se define la accion modificada de Hamilton

S T(JY(E)) =R (2.20)
. S () = /MM) Opc, (2.21)

donde O p¢, la forma de Poincaré-Cartan(-Hilbert), es una n = dimM forma
que generaliza la de la Mecénica g—;(dqi — ¢'dt) + Ldt (= p;dq" — Hdt, si se
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da la condicién de regularidad, i.e. det( ) #0):

oL

Opc = (dp® — ¢pdx”) N6, + Lw
ol
oL oL
= “ANQ, — L)w, 2.22

St 08— (Szei—£) 22)
donde 6, =i oW, siendo 7 2, el roducto interior con respecto a == . En el
caso de regularldad ie. det(a 8@ ) # 0, Opc = whdp* N6, — Hw donde
H = 7h¢l, — L es el Hamiltoniano covariante ® y w = aa—i representan los n

momentos covariantes.

El Principio de Hamilton Modificado establece que las trayectorias fisicas
son aquellas secciones de J'(E), puntos de I'(J!(F)), donde la derivada de
la accién (2.21) es cero:

(68N (X)) = Al(M) Lx1Opc =0, VX'eX(JY(E))
= ix1dOpc|, = 0, (2.23)

Las ecuaciones (2.23) generalizan las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.19)
y, en el caso de regularidad, las reproducen y proporcionan las ecuaciones de
Hamilton covariantes [66):

OH  a*  OH o
ort — Oar’ - ' (2.24)

5En este contexto, covariante se refiere al hecho de ser escalar o en general un tensor
bajo isometrias de M. En particular, para el espacio-tiempo de Minkowski deberiamos
hablar de covariancia Lorentz.



Capitulo 3

Teoria gauge para simetrias
internas

Los origenes de la teoria gauge se remontan hasta la segunda mitad del
siglo XIX. Desde un principio ya se observé la invariancia de las ecuaciones
de Maxwell bajo transformaciones del potencial vector electromagnético de
la forma

Au(z) — Al (v) = Au(z) — 0uf(x) (3.1)

donde f es una funcién arbitraria de la posicién. Para cada punto x del
espacio-tiempo M, estas transformaciones forman el grupo Abeliano local
U(1)(M), conocido como el grupo de las fases locales ¢/ con pardmetro
continuo f(z). Bajo la transformacion (3.1) los campos fisicos £ y B quedan
inalterados. Este rasgo resulta ser precisamente la caracterizacién mas general
que se tiene del concepto de simetria gauge, a saber, aquella transformacion
que preserva la variedad de soluciones punto a punto. No obstante, como se
explicard luego, en el lenguaje estandar de la teoria gauge, una simetria gauge
se asocia con el grupo de las aplicaciones definidas sobre el espacio-tiempo
con valores en un grupo de Lie G. Con frecuencia, transformaciones gauge en
este sentido conducen directamente a simetrias gauge en el sentido descrito
primeramente.

Sin embargo, en un principio esta simetria de las ecuaciones de Maxwell
fue considerada sin mas como una simetria accidental y se relegd a una mera
curiosidad. Fue Weyl quien en 1918 acuné por primera vez el término gauge
(escala o calibre; Fich en alemédn) en su intento por lograr la unificacién de
la gravitacién y el electromagnetismo [1]. Del mismo modo que el campo
gravitatorio se introduce en la teoria de la Relatividad General con objeto
de garantizar la covariancia general de la teoria, Weyl trat6 de geometrizar

23
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el campo electromagnético considerando la invariancia de su teoria bajo el
grupo de transformaciones de escala locales. No obstante, la teoria de Weyl
no condujo a la descripcién del electromagnetismo sino a la llamada teoria
conforme de la gravitacion. Asi pues, en un principio la nocién de transfor-
macién gauge se identificé con transformaciones de escala dependientes del
punto del espacio-tiempo pero en 1941 Pauli [67] generalizé el enfoque de
Weyl para el grupo U(1), es decir, en lugar de transformaciones de escala
consider¢ transformaciones de fase locales, ¢ — exp(ief(z))p, consiguiendo
esta vez con éxito la introduccién del campo electromagnético!. Este paso
supuso una primera aproximacion hacia el significado actual de lo que se
entiende por teoria gauge. Sin embargo, este modo de introducir el campo
electromagnético no aportd esencialmente nada nuevo en la descripcion de
la electrodinamica y, por tanto, no se le dio especial importancia. El primer
ejemplo de teoria gauge no abeliana aparecié en 1954 en un trabajo de Yang
y Mills donde se generaliza el principio de invariancia gauge de la interac-
cién entre cargas eléctricas al caso de la interaccién entre spines isotépicos.
Poco después, Utiyama presentd en 1956 un trabajo donde generalizé el pro-
cedimiento introducido por Yang y Mills aportando una prescripcion espe-
cifica para formular las interacciones asociadas a grupos de Lie arbitrarios
de simetria interna, es decir, grupos que actian solo sobre las componentes
internas de los campos de materia dejando fijo el espacio-tiempo. Este es-
quema estd basado en el llamado Principio de Invariancia Gauge (o local)
(PIG) mediante el que se generaliz6 la nocién de transformacion gauge de
la electrodinamica al caso de simetrias internas arbitrarias no abelianas vy,
por tanto, descubrié la posibilidad de una nueva fenomenologia sin andlogos
electromagnéticos en la que tienen cabida términos de interaccién entre los
propios campos gauge del tipo A* A20, A, que dotan a la teorfa resultante de
un caracter altamente no lineal. El descubrimiento de la teoria gauge supuso
un avance fundamental en la fisica de particulas, la cual hasta entonces sélo
daba cuenta de su clasificacién sin ocuparse de la dinamica de sus interaccio-
nes. El éxito de la teoria gauge no Abeliana fue puesto de relieve en la década
de los anos 70 con el descubrimiento de los bosones vectoriales W+, W~ Z
mediadores de la interaccién electrodébil asociada al grupo SU(2) ® U(1) en
el marco del modelo de Weinberg-Salam. Asimismo, con la teoria gauge del
grupo SU(3) de color los éxitos concernientes a la interaccion fuerte se mate-
rializarian en la teoria de la cromodinamica cuantica. En vista del buen ajuste

I'Nétese que la variacién local de la fase del campo de materia, la cual puede ser
considerada como coordenada en el espacio de cargas, origina la aparicién de un campo
electromagnético en la teoria, de modo andlogo a como el principio de equivalencia débil
en la teoria de la gravedad de Einstein prescribe la aparicién de un campo gravitatorio al
pasar de un sistema de referencia a otro.
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entre las predicciones tedricas y los resultados experimentales, el requisito de
la invariancia gauge es elevado a la categoria de principio fundamental de la
fisica de particulas.

3.1. Formulacion del Principio de Invariancia
Gauge

El trabajo pionero de Utiyama ofrece un mecanismo sisteméatico para
introducir campos mediadores de interacciones fundamentales. Dicho método
se construye en base al PIG, que puede ser enunciado como sigue:

St un sistema fisico material elemental es invariante bajo un cierto grupo
de transformaciones internas con n pardmetros f* (a = 1,...,n) entonces
dicho sistema también debe ser invariante bajo el mismo grupo de transfor-
maciones con los pardmetros f'@(z) dependiendo de la posicion.

Las transformaciones internas con parametros constantes constituyen la
simetria global o rigida del sistema de campos de materia y desde el punto
de vista matematico se pueden describir mediante una representacién apro-
piada de un édlgebra de Lie unitaria de dimensién n. Al hacer depender a los
parametros de dicha representacion de los puntos del espacio-tiempo M, for-
malmente se obtiene la representacién que caracteriza a la simetria gauge (o
local). Asi pues, el PIG establece que la hipétesis de invariancia del sistema
de campos materiales bajo la representacion del algebra global se extiende a
la invariancia bajo la representacion “gaugeada’”. Técnicamente la invarian-
cia local se garantiza mediante la introduccion de nuevos campos cuyas leyes
de transformacién son tales que eliminan todos los términos que involucran
a las derivadas de los parametros del algebra local y que, por tanto, violan
la requerida invariancia gauge. Por razones obvias, las nuevas variables de
la teoria reciben el nombre de campos compensadores, genéricamente cono-
cidos como campos gauge, y son interpretados como los potenciales de la
correspondiente interaccion fundamental interna.

Gracias al avance de las técnicas matematicas la formulacién compensa-
dora original de Utiyama encontré mas tarde su lectura en términos de la
geometria de variedades fibradas, cuyas herramientas son de gran utilidad
especialmente cuando se consideran variedades con topologia no trivial. El
contexto moderno donde se describe la teoria gauge asociada a interacciones
internas es el formalismo de fibrados jets ( [, 57-66,68-72]). La teoria se
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formula en un fibrado principal sobre el espacio-tiempo de Minkowski?

m: P — M, (3.2)

siendo el grupo estructural del fibrado un grupo de Lie de simetria interna?

G. Asimismo se considera un fibrado asociado a P (fibrado de materia)
E—M (3.3)

con espacio total £ = (PxV)/G, donde V es la fibra tipica sobre la que actia
el grupo G por medio de una representacion lineal (irreducible). Las secciones
globales del fibrado de materia son interpretadas como los campos de mate-
ria de la teoria. Localmente, F se puede parametrizar con las coordenadas
(z#, ¢*) definidas sobre 7~ (U) C E, U C M. Por (a*, %, ¢%) denotaremos
el correspondiente sistema coordenado adaptado para J' (7= H(U)) C JY(E).
En este marco geométrico una densidad Lagrangiana de materia se define
como una funcion real

Loinas : JH(E) — R (3.4)

sobre el fibrado de 1-jets J'(E). Localmente L. depende? de los campos
de materia ¢ y sus “derivadas” de primer orden ¢} ®. La correspondiente
accion de materia

Suas = [ Lo (9, 65) d'z, (3.5)

de acuerdo con el PIG, se asume invariante bajo el grupo de Lie global G,
ie.,

Ly, (Law d'z) =0, (3.6)

2En principio podria emplearse como base del fibrado cualquier otra variedad orientable
tetradimensional M.

3Los grupos que describen las propiedades internas de los campos y particulas son los
grupos unitarios U(n), que forman un subgrupo del grupo GL(n,C) de matrices complejas
de orden n con determinante no nulo. A su vez el grupo de matrices unitarias admite el
importante subgrupo SU(n) de matrices unitarias con det = 1. Por su parte, las simetrias
externas o espacio-temporales se describen mediante los grupos reales GL(n, R) y sus
subgrupos (e.g. el subgrupo de rotaciones pseudoortogonales de Lorentz SO(3, 1), etc.).

4La dependencia explicita de £ en xz* queda prohibida al requerir la invariancia bajo
el grupo Poincaré.

5@2 eventualmente evolucionara como gii si la densidad Lagrangiana es regular. Por
otra parte, en el principio de Hamilton ordinario el integrando del funcional de accién
siempre se define sobre extensiones jet de secciones.




3.1. FORMULACION DEL PRINCIPIO DE INVARIANCIA GAUGE 27

donde Ly(
generador

, os la derivada de Lie con respecto a la extension 1-jet Y(a) del

0

0
_ Yo — xYa B
X = Xy goa = Xws?

O™

(3.7)

de GG, cuyas componentes X &)a% son nulas ya que hemos supuesto que G no

actia sobre la variedad base M. X5 denota una realizacién matricial de la
accién infinitesimal de los generadores del grupo de Lie sobre los campos de
materia. Se siguen las relaciones de conmutacion

(X, X)) = (XX = Xy X ()5 = C%X s (3:8)
donde C¢, son las constantes de estructura® del grupo:

(X, X)) = Co%X (o) - (3.10)

a

Dado que el grupo G no actia sobre M,

Ly(a)d‘lx = (0, X{y)d'z =0, (3.11)

y la condicién de invariancia rigida (3.6) se reduce a
X (0) Lot = 0. (3.12)

Usando la expresion general para la extensiéon jet de campos de vectores se
tiene:

~ aﬁmat ~Fo 8£mat
X(a)Emat(gpaa Spa) = XC; 70(«0&7 gpa> + X a o (900‘7 Soa) (313)
Jz (a) A 2 (a)u 3% Jz
oL oL
a 8 mat 8 mat /o o\ __
( ) p,) - O .

X a’ (0% +XC|{
(@)B¥ D (¢ SOM) (@)8Pu &Pﬁ

A continuacion describiremos el proceso de implementaciéon de la inva-
riancia gauge o local. Un automorfismo de un fibrado principal P es un
difeomorfismo

®:P—P (3.14)

SRecordamos que estas constantes C, ¢, tienen las siguientes propiedades:

Co=-Cp%, C.%C. G+ C,%C. +CyC.% =0 (3.9)
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que es equivariante con respecto a la accién canénica’ de G sobre P, i.e.

O(g-p) =g-2(p), (3.15)

p € P, g € G. Dicho automorfismo ® induce un difeomorfismo ¢ de la
variedad base M tal que

Tod=C¢Com. (3.16)

Si € es la aplicacion identidad, entonces ® recibe el nombre de transforma-
cion gauge o automorfismo principal. El conjunto AutP de todos los auto-
morfismos de P es un grupo de Lie infinito-dimensional con la composicion
de aplicaciones como multiplicacién. GauP, el conjunto de transformaciones
gauge, es un subgrupo normal infinito-dimensional llamado grupo de gauge.
Por aut P denotaremos el dlgebra de campos de vectores sobre P invariantes
bajo G y el dlgebra de gauge, gauP, es la subalgebra de campos de vectores
verticales sobre P invariantes bajo G' (también llamados campos de vectores
principales sobre P). Para el fibrado trivial P = G x M todo automorfismo
® se puede escribir en la forma

®(g,z) = (g ¢(x),&(x)), (3.17)

x € M, ge G, donde £ € Diff (M) y ¢ : M — G es una aplicacién diferen-
ciable. Al considerar en este caso transformaciones gauge (i.e. £ = Idy) se
obtiene como grupo de gauge®, G(M), el grupo de las aplicaciones definidas
sobre el espacio-tiempo con valores en el grupo de simetria rigido:

GM)={y: M — G} = Map(M, G). (3.18)
La correspondiente algebra de Lie G(M) es el producto tensorial
f<M) ®G= {f(a)X(a)} ) (319>

donde F(M) es el dlgebra multiplicativa de las funciones diferenciables (C'>)
sobre M, v G es el dlgebra de Lie del grupo de Lie G. Las relaciones de
conmutacion de este algebra local rezan

[ X (), 9P X)) = [ @9V [ X0, X)) = [@gPC

a

“Xe .  (320)

7Adoptaremos la accién izquierda pues usualmente los operadores fisicos son represen-
tados por campos de vectores invariantes bajo la accién derecha, los cuales generan la
accioén finita izquierda del grupo de simetria.

8En la literatura G(M) también recibe los apelativos de grupo local o de corrientes.
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La extensién jet de los generadores de esta nueva dlgebra adquiere la forma:

501\ 0
oxr ) 0

—_— 0

a — fla) yo &) a) yo Ié] a
FOX @ = FOXG50 o T <f( ' Xa¥i + Xy (3.21)
Obsérvese que la extension jet de un generador de F(M)®G no es un produc-
to tensorial, sino que adquiere términos extras no tensoriales que involucran
derivadas de los pardmetros f(®(z) del dlgebra gauge:

_ of@ 9
DX = fOX, + xo B0 O 3.22
JOX @) = X @) + Xype oa s (3.22)
Por lo tanto,
FOX @) Linat (9%, 1) # 0 (3.23)

y, con el fin de restaurar la invariancia, hay que introducir 4n(= dimM X
dimG) componentes Al(f) de nuevos campos denominados campos compensa-
dores o campos gauge. La ley de transformacion infinitesimal de los campos
A/(f) bajo G(M) se compone de una parte tensorial, correspondiente a la re-
presentacion adjunta del grupo rigido, y una contribuciéon no tensorial que
involucra al gradiente de los parametros gauge, esto es:

of(@)

o (3.24)

— a b a c
Xy = SAW = O, Al
Por ello, estos campos AEL“) son identificados con conexiones principales sobre
el fibrado principal P. Mas atn, existe una correspondencia uno a uno entre
las conexiones principales sobre un fibrado principal P — M con grupo
estructural G y las secciones globales del fibrado

J'P/G — M, (3.25)

denominado fibrado de las conexiones principales’ (véase el Apéndice 10.2).
De acuerdo con lo anterior, un generador arbitrario del dlgebra gauge es
un campo de vectores principal sobre el producto fibrado E x J!P/G:

0 0
(a) — fl@yoa “ 7
fO%y = fOXg &paJrXAﬁ“)aAEf) (3.26)
B af@\ 9
= fOxe P [ fOC,eA0 - =
f (a)gﬁp 8()0& + (f b ct Ot aA&a)

9Sin embargo, desde el punto de vista del método de la cuantizacién sobre grupos
(CSG) la estructura relevante para la teorfa gauge cudntica es J'(P) (véase el Capitulo

7).
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3.2. Teorema de Utiyama

JYE) x JHJ'P/G) es el espacio de configuracién total sobre el que se define
la densidad Lagrangiana invariante gauge de la teoria:

~

‘Ctot = ‘Cmat + ‘CO- (327)

Los nuevos campos Aff) son introducidos con el fin de modificar la forma de la
densidad Lagrangiana de materia original. En consecuencia, por un lado hay
que especificar la expresion de la nueva densidad Lagrangiana Lumar dando
cuenta de los campos de materia y su interaccién con los campos A/(f) y, por
otra parte, hay que determinar la densidad Lagrangiana L, de los campos
gauge libres, que dependera de las nuevas variables asi como de sus primeras
“derivadas”, i.e. Aff‘), Al(f?, A continuacion establecemos el proceso requerido
en dos pasos sucesivos que en conjunto constituyen (como se ha sugerido en
la literatura de caracter més estrictamente matemadtico, e.g. [4,5]) el Teorema
de Utiyama.

3.2.1. Estructura de la densidad Lagrangiana para los
campos de materia y su interacciéon con los cam-
pos gauge: Principio de Acoplamiento Minimo

La nueva densidad Lagrangiana que describe la dindmica de los campos
de materia ¢ asi como su interaccion con los campos compensadores Al®,

Lonat (9%, 05, ALY = Lot (0%, 05 + ADXE 507, (3.28)

es invariante bajo el grupo local G(M), i.e.

FOX ) Lanat (7, 053, AL) = 0. (3.29)

Demostracién: Consideremos el siguiente cambio de variables y:

¢t = ¢°
P = ¢3+Agl>xgm¢ﬁ (3.30)
B@ _ 4@

j iy
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Entonces, las derivadas parciales relativas a las antiguas variables pueden ser
expresadas en términos de las nuevas:

0 0 0
= —— +BWx’
a(pa a¢a M (a)c 8¢£
0 0
= — 3.31
0 0 0
— = — =+ X0 =
8A,(7) 83,3“) (a)B a9

En consecuencia:

Emat(SO SOWA(CL)) = Luat(¥%, P+ A(aXa)ﬁ<P ) = mat(¢a>¢ff)
= ‘CmatOX(gp SO,u?Aa) (332)

3f(a)
gon T (fOXEa0 + X

of@ 9 N
f ) ﬁmat ((pa’ 90;027 Az(/a))
0

9
— a)ya 48
_ (f< X850 ((%a +BY X an

af@ )
/6 o a C
— BYXG,0N) + o Xgy50”) 507+ (r®c, B
o

N
- Wﬂagﬁ

= (f(a)X BQS/@
af(“ ) 0
orH aB(a)
— f(“)B,Sb) (XX )6¢ﬂ)

of@

895”
_ (f<a) W@

W(“)) 0
Ozt / 9B

@ X Loy = ((a)Xa 5
J O X(a) Linat FOX s )3%

b a Alc
+ (fUCAY — &Cu)m

)+ (F9XE (00

Xios” 5z) ) o (07,5

O (r®c,.B;

aéa Nagba

+ (f“BY (X X()30”
0
BY
o of@

¢‘1 oz

+ f@ (a)gﬁbg% + (f(b)Cb acB,g )

+ UG, B XS, ﬁasﬁaw

0
olo

¢ﬁa ﬁ¢ﬁ > mat(¢a; ¢,O:)

Do

)65 = (£ X550 o

36 (3.33)
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B a

+ f(“)X&ﬁ%aw)ﬁmat(aﬁ“, ) = [ X (@) Lonar (6%, 651) = 0,
I

igualdad que resulta de hacer uso de las relaciones de conmutacién (3.8) y
de la hipdétesis de invariancia bajo el grupo rigido.<»

Notese, como corolario del resultado previo, que los campos de mate-
ria interaccionan con los campos compensadores y no con sus derivadas, de
ahi que tal interaccién sea llamada acoplamiento minimo'®. El término de
interaccion aparece en el Lagrangiano a través de la combinacién

Dug™ = ¢ + ADXE 0P, (3.34)
que transforma de modo covariante bajo G(M), i.e
8(Dug™) = fXE) 3D,” (3.35)

y es interpretada'! como la derivada covariante de los campos de materia (de
ahi la notacién D,). Cabe entonces formular la siguiente prescripcién para
las interacciones fundamentales asociadas a grupos de simetria interna:

Principio de Acoplamiento Minimo:

La densidad Lagrangiana invariante gauge de campos de materia que con-
tiene los términos de interaccion se obtiene de la densidad Lagrangiana de
partida relizando la sustitucion de todas las derivadas ordinarias de los cam-
pos materiales por dertwadas covariantes:

u = Dyup™ . (3.36)

3.2.2. Estructura de la densidad Lagrangiana para los
campos gauge libres

Con el fin de describir la dindamica de los campos compensadores introdu-
cidos hay que considerar una densidad Lagrangiana asociada £0(A/(f), Al(,b(),),
de tal modo que la accion total

Stot - /(Emat + EO)d4x (337)

10 Acoplamientos no minimos, es decir, que involucren derivadas de los campos gauge,
no son licitos por violar la renormalizabilidad de la teoria.
HVéase la seccién 3.5.



3.2. TEOREMA DE UTIYAMA 33

sea invariante gauge. Como se acaba de demostrar, gmat =/ Emat d*z es
invariante bajo G(M). Por lo tanto, del requerimiento de invariancia gauge
de St se sigue la condicion de invariancia de £y bajo el grupo de gauge:

F@ X Lo(AL, ALY =0, (3.38)

v,o

que determina la estructura de la densidad Lagrangiana de los campos com-
pensadores libres.

La condicion necesaria para que Ly sea invariante bajo el grupo de corrien—

tes G(M) es que Lo dependa de los campos Aj (@) 4 de sus derivadas A ) sélo
a través del llamado tensor de intensidad del campo Al(f)

C, “C(AL”)A(VC) - A<b>A§f>) . (3.39)

Demostracion: Hay que resolver la ecuacion:

0Ly — 0L,
fOX Ly = X, @—r~+ X @—Fr~
()%~0 AP gA@ T A 5 @)
of @\ oL
_ by oa gle) 0
N <f O’ ~ >aA§f‘)

9AQ,
(3.40)

(b) 2 r(a)
+ (f C, % A©), 4 o A ofv o )850

ben gpr T QrvOze

Las funciones f son arbitrarias e independientes entre si, por lo tanto, los
coeficientes de f()(z) y sus dos primeras derivadas deben ser cero, de modo
que se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales

) 0L0 a4 OLo

®) . _
a) O ¢eAl oA +0,° oA = 0
af® oL W e OL
) o %_CMA (0>_0
Ox DA, QAL
2 £(b)
OF" . 9L | 0L (3.41)

) oo DAL, A

La ecuacién (3.41a) obviamente establece que Ly debe ser invariante bajo
el grupo rigido G. De la ecuacion (3.41c) se sigue que L depende de Ay b) solo
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a través de la combinacién Ag’zj — A,% Usando este resultado, la ecuacién
(3.41Db) se puede reescribir como

0Ly

= —C,2 AW : 3.42
aAl O - AT 242
La forma de esta ecuacién es
of of
— = kr— 3.43
cuya solucién general viene dada por
1
f=fly+ §k3x2). (3.44)
Con lo cual se demuestra el resultado deseado:
Lo = Lo(F2).0 (3.45)

Este resultado, determinado por las ecuaciones (3.41b) y (3.41c), se puede
deducir también evaluando el conmutador de las derivadas covariantes de los
campos de materia. Por el caracter covariante gauge de la ley de transforma-
cién (3.35) de D,p* es plausible construir su derivada covariante de modo
estructuralmente analogo a la derivada covariante de ¢, esto es:

Dy(Dygp®) = (Dup®) 0 + AV X5 Dye” . (3.46)
Asi pues se obtiene facilmente:
[Dy, D)o = EJ) XG50 . (3.47)

Toda la informacion covariante gauge de este conmutador estd codificada
en el tensor de intensidad, por tanto, una densidad Lagrangiana invariante
gauge que describa la dindmica de los campos gauge libres debe ser una
funcién (escalar bajo G) de F(2). A propésito, la ley de transformacién de

F /E,‘i) presenta la forma:

SF\W = fOC,%FY) (3.48)
y en consecuencia su derivada covariante viene dada por:
D,F%) = F@ + AV C, o F). (3.49)

Se satisface la identidad ciclica:

D,F%) + D,F\® + D,F% =0. (3.50)
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Hay que subrayar que la dependencia de Ly en el tensor F éﬁ) debe ser com-
patible con la condicién (3.41a). Asimismo, se puede recurrir a otros criterios
adicionales naturales, como por ejemplo, la invariancia bajo el grupo de Poin-
caré rigido. En particular, la densidad Lagrangiana de Yang-Mills

LYM L@ pO o — L p Fr

19 F FY TEWEL. (3.51)

resulta ser la de orden mas bajo. En esta expresion los indices tensoriales
espacio-temporales son subidos con la métrica de Minkowski n*” y los indices
de grupo (a) son bajados con la métrica simétrica de Cartan g, = C,¢,C.%
asociada con el grupo de Lie G (semisimple, pues de lo contrario g, seria
singular).

Formulacién alternativa del Teorema de Utiyama

Una via alternativa [58], pero equivalente, para formular el Teorema de
Utiyama consiste en mantener fija la densidad Lagrangiana de materia de
partida mientras que la estructura del fibrado jet se modifica definiendo la
relacién de equivalencia (2.3) en términos de derivadas covariantes y modifi-
cando en consecuencia las 1-formas de estructura (2.11):

O = do® — ¢idat = dp® — (¢ + ALV XE 507 )da' (3.52)

En el fibrado jet resultante la expresion de la extension jet de los campos
de vectores también varia, asi como el aspecto de las ecuaciones de Euler-
Lagrange, aunque se recupera el resultado referente a la forma de £j. Los
detalles se pueden ver en el Apéndice 10.3.

3.3. Ecuaciones de los campos: ecuaciones de
Yang-Mills

Consideremos la densidad Lagrangiana total invariante gauge de la teoria
Lot = Lunat (0%, 6 + AV X 50") + Lo(FL)- (3.53)

En términos de las variables {¢*, B{} (introducidas en la subseccion 3.2.1)
las ecuaciones de Euler-Lagrange adoptan la forma de las ecuaciones de mo-
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vimiento de una teoria “libre” 2. Mas explicitamente, las ecuaciones de los
campos {p®, Aff)} se escriben respectivamente:

a*Cma»t (a) yvB a'Cmat d a'Cmat
oL d (0L 1 oL
ADe b 20 < 0 ) = oX0 P (355
Teopl) T de \oFY 2 @Y "gga (3:55)

En particular, para la densidad Lagrangiana (3.51) se obtienen las ecuaciones
de Yang-Mills:

v d b pvp o Jé]
F(i),u + Az(/ )Cd aF(bl)L = —X({)s¥ D (3.56)

Empleando la notacién de derivadas covariantes las ecuaciones (3.54) y (3.56)
se escriben respectivamente en la forma manifiestamente covariante:

8£mat a£mat
- D 0 3.57
a(pa K (aD#(pa> ( )
D,Fl = J (3.58)
donde
N OL ot oL oc
"o mat o 8 mat o 8 mat
oo e o m .y o 3.59
@ =" @89 5D, 0 @57 500 (3.59)

son las corrientes covariantes de los campos de materia. Bajo G(M) dichas
corrientes se transforman de acuerdo con la ley

Consecuentemente, se define su derivada covariante

TH _ TB Ay e TH
DVJ(a) - J(a)’l/ Al/ Cb aJ(C) . (361)

1215 demostracién de la parte del Teorema de Utiyama referente al acoplamiento mini-
mo se lleva a cabo mediante un cambio de variables que convierte la teoria con interaccion
en una teoria libre de campos de materia y campos gauge. Sin embargo, esto puede resultar
extrano si se piensa en la cromodindmica cuantica pues en la naturaleza no se han obser-
vado quarks libres. Lo que ocurre es que el cambio de variables realizado es local mientras
que el confinamiento de quarks esté relacionado con cuestiones topolégicas del grupo. En
otras palabras, localmente el quark puede ser libre y no interactuante, cosa que no ocurre
globalmente debido a que el mencionado cambio de variables no es exponenciable.
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En virtud de las ecuaciones de movimiento y la condicién de invariancia rigida
(3.14) se deduce que J(’;) tiene divergencia covariante nula!?:
DMJ(’;) = 0. (3.62)
Pero en general, (salvo para grupos abelianos) j(’z) no son corrientes estric-
tamente conservadas.
El sistema descrito por la densidad Lagrangiana

Lonat (9%, 05 + ADX2 0P — iFﬁF{;’j (3.63)
de la que se obtienen las ecuaciones (3.57) y (3.58), tiene las caracteristicas
de un sistema de campos materiales p* en interaccién mediante los campos
gauge A/(f), ahora interpretados como los correspondientes potenciales de in-
teraccién, cuyas fuentes, de acuerdo con la ecuacién (3.58), son las corrientes
covariantes j(’;) de los campos materiales. Como vemos, el Principio de Inva-
riancia Gauge resulta ser un instrumento universal para la construccion de
potenciales de interaccién.

3.4. Leyes de conservacion

Comencemos con la obtencion de las corrientes conservadas sobre solucio-
nes, que de acuerdo con el Teorema de Noether, se derivan de la hipdtesis de
partida de invariancia bajo el grupo global G. Usando dicha condicién (3.14)
y las ecuaciones de los campos de materia libres

L s d (0L,
L ‘=0, (3.64)
O dzi \ g
se obtienen las corrientes asociadas al grupo de simetria rigido
rigido a a‘cma‘c T
Ty ™ = X" o @0l = Ty (3.65)
o
con divergencia nula sobre soluciones:
p(rigido) __
Sy =0 (3.66)

13N6tese la analogfa con la ley de conservacién (no integral) del tensor energfa-momento
de un sistema material en un campo gravitatorio.
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Consideremos ahora las corrientes asociadas a la invariancia bajo el grupo
local G(M). Escribiendo la ecuacién (3.58) en la forma

17 2! (d) b v
Fl = Tl + ADCt Y (3.67)

y gracias a la antisimetria de F{,; se sigue
2 poiv

dzt dxv  dxt

(Jt) + AYC,t FiY) =0, (3.68)

definiendo asf las corrientes estrictamente conservadas (aunque no covariantes
gauge) asociadas a la simetria local:

p(local) _ Tu w — gu(rigido) | .p
Jop =y T = T (3.69)
donde se ha usado la notacion
gty = AVCS L (3.70)

Este término puede verse como la corriente de los campos Al(f) ya que j&)
puede escribirse en la forma:

Y-M Y-M
Lo L5 o g0 (3.71)

b) a c* v

OA oAY)

o
Ja =~

3.5. Interpretacién geométrica

La inclusion de los campos AEL“) en la estructura de la derivada compen-
sadora
D,o* = ¢ + A;(AG)X((ZWPB
le proporciona una estructura andloga a la de la derivada covariante en la

teorfa de la Relatividad General. Recuérdese que la derivada covariante v!
de un campo vectorial espacio-temporal v adopta la forma:

I

vy, =, + 17,07 (3.72)

Parece natural observar que la densidad Lagrangiana L. (¢®, D,¢%) v la
ecuacion (3.57) describen campos de materia libres ¢® en el marco de una
geometria con derivadas covariantes construidas con conexiones

I =AWXE . (3.73)



3.5. INTERPRETACION GEOMETRICA 39

Mientras que en el caso de la gravitacion la conexion I, estd asociada
a la geometria del espacio-tiempo, la geometria que determina la conexién
['* 5 es la de un espacio fibrado. Por tanto, estos coeficientes de conexion
describen el transporte paralelo de los vectores de la fibra V. De acuerdo con
esta interpretacion, el tensor de intensidad F ;Eﬁ) resulta ser la curvatura de
la conexién. En estos términos, la segunda parte del Teorema de Utiyama
(subseccion 3.2.2) se puede reformular diciendo que la densidad Lagrangiana
para las conexiones debe ser una funcion de la curvatura. Asimismo se puede
definir el tensor de curvatura

Rp = Fi XG5 (3.74)

que mediante las relaciones de conmutacién (3.8) adopta la expresion tipica
de un tensor de curvatura expresado en funcién de la conexiéon asociada, esto
es:

(re

By

[ — T 7 ). (3.75)

vBip

El conmutador de las derivadas covariantes, de modo anédlogo a como ocurre
en la teoria de la Relatividad General, determina el tensor de curvatura:

[DIM Dy]gpa = Ra}/,uﬁgoﬁ : (376)

Es interesante observar que del mismo modo que la ley transformacién de los
campos compensadores Aff) bajo G(M) puede interpretarse como la ley de
transformacién de los coeficientes de la conexion del fibrado correspondiente
bajo un cambio de sistema de referencia (atlas del T'(M)), el Principio de
Invariancia Gauge puede verse desde el punto de vista de la construccion
sobre fibrados como un principio de invariancia bajo sistemas de referencia,
esto es, como un principio de relatividad, de acuerdo con el cual a la ver-
dadera configuracion fisica de los campos le corresponde no sélo un cierto
conjunto de campos sino toda una clase de configuraciones equivalentes res-
pecto a las transformaciones gauge. Este principio de relatividad se realiza
dindamicamente en el espacio interno mediante la introduccion de la derivada
covariante, de modo que las configuraciones de los campos p* y Aff) y las de
los campos transformados bajo el grupo de gauge G(M) describen la misma
situacion fisica. Dicho de otro modo, en el espacio interno no existe una base
fija especial que se pueda distinguir de las demas y respecto a la cual los cam-
pos de materia observados se representen como un conjunto ¢ = (@1, ..., Pn ).
Tal base puede ser introducida en cada punto del espacio-tiempo pero no
existe una razon fisica para fijar su situacién. Entonces, el cambio local de
la base se interpreta como un cambio de campo gauge, que desempena un
papel similar al del campo gravitatorio.
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En la practica, para realizar cdlculos explicitos con las clases de configura-
ciones equivalentes es necesario parametrizarlas de alguna manera, es decir,
elegir en cada clase representantes tnicos. En general, esto se logra imponien-
do una condicién adicional denominada condicion de gauge, o simplemente
gauge, que elimine la arbitrariedad gauge. Los gauges més utilizados son el
de Lorentz (9,A* = 0), el de Coulomb (9;A* = 0), el de Hamilton (4, = 0)
y el gauge axial (A3 = 0).



Capitulo 4

Teoria gauge para simetrias
espacio-temporales

La formulacién de la teoria gauge asociada con un grupo de Lie de si-
metria espacio-temporal tiene como motivacién principal la descripcién de la
gravitacion en un contexto anélogo al del resto de interacciones fundamenta-
les (asociadas a simetrias internas). Poner en pie de igualdad a la interaccién
gravitatoria con el resto de interacciones permitiria en primera instancia un
replanteamiento de cuestiones fundamentales como la unificacion de la gravi-
tacién y las demas interacciones. Tanto la formulacién de la teoria gauge de la
gravitacion como el problema de la unificacién seran estudiados en capitulos
posteriores. En el presente capitulo exponemos la generalizacién del método
compensador de Utiyama cuando se consideran simetrias espacio-temporales,
o lo que es lo mismo, la generalizacién del Teorema de Utiyama. Recordemos
que en el caso de simetrias internas, una transformacién gauge es un auto-
morfismo de un fibrado principal 7 : P — M cuyo grupo estructural es un
grupo de simetrias internas y, en consecuencia, no mueve los puntos de M.
Por otra parte, es bien sabido que la Relatividad General es una teoria inva-
riante bajo difeomorfismos del espacio-tiempo y, por tanto, cualquier intento
por desarrollar una teoria gauge de la gravedad, de alguna manera, debe tener
en consideracion el algebra de difeomorfismos de la variedad base espacio-
temporal. De este modo, la teoria gauge para simetrias espacio-temporales
debe lidiar con dos tipos de transformaciones locales: las transformaciones
verticales, tradicionalmente gauge, asociadas a la fibra y las transformaciones
covariantes generales, asociadas a los difeomorfismos de la variedad base M.

De modo equivalente, en el contexto de fibrados, la teorfa gauge para grupos de si-
metria espacio-temporal se puede construir sobre el fibrado principal de las referencias
F(M) (véase, por ejemplo, [65]), cuyo grupo estructural, sobre una variedad espacio-

41
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Por este motivo, cuando hablamos de teoria gauge para simetrias espacio-
temporales se debe sobreentender, en general, la mencionada distinciéon de
transformaciones involucradas.

4.1. Generalizacién del Principio de Invarian-
cia Gauge

El procedimiento que seguiremos para generalizar la formulacion del PIG
al caso de transformaciones que muevan los puntos del espacio-tiempo, de
acuerdo con la idea primigenia del método compensador de Utiyama, consis-
te esencialmente en “gaugear” una representacién de los generadores de un
algebra de Lie arbitraria de simetrias espacio-temporales. Para garantizar la
invariancia local es necesario introducir dos tipos de campos compensadores
con el fin de eliminar los términos no invariantes procedentes tanto de las
transformaciones gauge verticales sobre la fibra, como de los difeomorfismos
del espacio-tiempo .

Sea Loat (%, goZ‘) la densidad Lagrangiana de un sistema de campos ma-
teriales ¢. Consideremos una realizacién de los generadores de un algebra de
Lie rigida G con accién sobre los campos de materia y sobre el espacio-tiempo:

0 0
X =X,

(@ g T @ g (4.2)

donde X(‘fl) es, en general, una funcién de la posicién y X(C;) presenta la

misma forma que en el caso de simetrias internas, i.e. X&) =X (@) 5903 . Los
conmutadores de este algebra tienen la forma:

ox" X"\ 9 )
( ) l/ ( )> a + CaCbX&)ﬁgpﬁaigpa (43)

X, X)) = | XV
[X (@), X)) ( Dk

@ v O g

temporal tetradimensional, es el grupo general lineal GL(4, R), ya que tiene la propiedad
de que cualquier difeomorfismo infinitesimal de M admite un levantado candnico, aspecto
sobre el que volveremos mas tarde en el Capitulo 8. Por completitud, se recuerda que el
fibrado de las referencias, siendo M la variedad base con dimension n, viene dado por el
siguiente espacio total

F(M) ={(z,a1,a2,....,a,) /| x € M, (a1, az,...,a,) base de T,,,(M)} , (4.1)

donde T, (M) es el espacio tangente a M en el punto m y el grupo estructural es GL(n, R).
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Como en el caso de simetrias internas el punto de partida de la teoria es
la hip6tesis de invariancia global de Ly (p, g&l‘j), que en el caso espacio-
temporal adopta la forma:

_ 6X(*;)
X (@) Lmat + Lmat D = 0. (4.4)
Explicitamente:
X
S e L ok
X _ (4.5)
mat axu . .

En esta expresion, con respecto al caso de simetrias internas, hay que sub-
rayar la aparicién del término —¢3d, X () €n la ley de transformacion de ¢,
bajo el grupo rigido, asi como la presencia del término £+, X &) €cOmo con-
secuencia de la variacion del volumen de integracion de la accion de materia.
Los generadores del édlgebra local (“gaugeada”) G(M) vienen dados por
0 0

F (@) X0 = [ )X’Z)W +1OXG @) hpar”

(4.6)

y las nuevas relaciones de conmutacion ahora adquieren términos extras con
respecto a los conmutadores del dlgebra local (3.20) para simetrias internas,
ie:

a a ag() a
[ X @), 9P X)) = [ 90Xy, X+ X gy 75— Xy — 9 XE,

" "
_ (f(a)g(b)<Xu OXt) v 8X(a>)+<f<a>59 (O ) X2, X >8

(@) §qv ) Hav ox” — 9 ox” ®) ) O
" . 0919y 0f© 0 0
+(f( gV, + (f D —g“ D )X )X@)aw

Notese que el hecho de que X (}Z) pueda ser funcion de x no implica, en nues-
tra formulacién, que dicha dependencia sea gauge, esto es, el algebra local se
obtiene al multiplicar el algebra de partida por funciones arbitrarias de la po-
sicion. Como se dijo antes, la teoria gauge para simetrias espacio-temporales
esta caracterizada por dos tipos de transformaciones de distinta naturaleza,
es decir, la accién de () (x)X (a) SObre el espacio-tiempo viene modelada por
el dlgebra dif f(M) de difeomorfismos infinitesimales de M con generadores
de la forma

PO )Xy =0 = () (4.7
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mientras que sobre la fibra los generadores de las tranformaciones gauge
formalmente tienen el aspecto de los generadores de las simetrias internas y
en consecuencia se puede usar la notacion:

. 0
g(M)vertlcal = {f(@)(x)X&)aSOQ} . (48)

Por lo tanto, el algebra total que describe la simetria espacio-temporal local
resulta ser el producto semidirecto de algebras:

G(M) = dif f(M) ®s G(M)™"" (4.9)

con relaciones de conmutacion:

ool - (F-rE) S
IR (fa,g o >Xi)(fﬂ_ = FOGC X
) P | = P T )
A continuacién introducimos los campos compensadores
{A# : M)”} (4.11)

para construir la teoria invariante local. Del mismo modo que en el caso de
simetrias internas, consideramos campos “tipo” AEL“), pero ademas los cam-
pos adicionales hff;)”. Subrayaremos que el aspecto relevante y novedoso de
nuestro enfoque es que todos los campos compensadores introducidos, inclui-
dos los nuevos campos h“p , estan etiquetados con los indices (a) del algebra
y de esta forma se logra generalizar de modo directo el caso de simetrias
internas. Sus correspondientes leyes de transformacién bajo G(M) deben ser:

af(@) af® 0XY,
_ a o b a c b a (b)
XAL@:(SAL) = fOC,%2AL — oo — AW X, O — A o
@ _ 0 @ o)y
= f0c,e A" &E# — Ao, (fVX4) (4.12)
J— a)v 8f(a 14 af a ag aX(Vb) a)o aX&) a)v
thp)yzah;f} = St h @ xp + f¢ ( —~ h®) e L)
a XCT
= or =0V + W70, (O XE)) — f(” W. (4.13)

oxr *
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Notese que debido a la accion del grupo sobre el espacio-tiempo la ley de
transformacion de los campos AEL“) presenta un término adicional con respecto
a la del caso de simetrias internas puras (3.24). La ley de transformacion de
h}(fp)” se puede reescribir como:

— a)v af v v a o a)v 8f a)v
Xy = by = 20y + Myhi)” — MG + == X3 b3, (4.14)
donde
3f(b) X”
MY = 4.15
7 ax" bt 7 ( )

es la matriz de transformacion que se esperaria para un indice tensorial. En-
tonces se concluye que los indices espacio-temporales i, p de hffp)” no trans-
forman tensorialmente mientras que v si se transforma como un tensor bajo
G(M). Andlogamente el indice y1 de A tampoco transforma como un tensor.

La forma de un generador arbitrario del dlgebra local, actuando sobre el
espacio-tiempo, los campos de materia y los campos compensadores, viene
dado por:

0

d
D% = f9Xo+X 00— +X o e
(a) (a) Al GA( a) R 3h;(w)

0 5 0
(a «a
)a L + f “)5<‘0 agpa

o f o f(b) 0X(, o
O ra gl _YS7  p@ v YL () pla) ()
+ <f Cb CA ax“ AV X(b) 81’“ f Al/ al‘“

— f(a)
= fOx

”w

oxr ° o oxr °°

a b 0 (
P A YA Y (PO
axa Hnp

4.2. Generalizacién del Teorema de Utiyama

En este apartado se generalizan los resultados del Teorema de Utiyama
para el caso de simetrias espacio-temporales. Primero se determina la estruc-
tura de la densidad Lagrangiana que describe la interaccion entre los campos
materiales y los campos compensadores y se formula la correspondiente pres-
cripcién de acoplamiento minimo generalizado. Después se estudia la forma
de la densidad Lagrangiana de los campos compensadores libres.
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4.2.1. Estructura de la densidad Lagrangiana para los
campos de materia y su interacciéon con los cam-
pos compensadores: Generalizaciéon del Princi-
pio de Acoplamiento Minimo

La nueva densidad Lagrangiana Lmat(go s s Al (a) h(“ 1)), invariante bajo
el dlgebra local G(M), que describe la dindmica de los campos de materia
asi como su interaccion con los campos compensadores {A,(f), h/(f:))”} presenta
la siguiente estructura:

Lunat (9%, 5, AW W) = AL s (07, 0%, AW BOY) (4.17)

poo pp Wup
donde
»Cmat(%o quaA h o ) = »Cmat((p aky<90y + A ﬁ‘p )) (418>
ki = &+ b Xe (4.19)
A det(q") , (4.20)

siendo gl los campos inversos de kj, i.e:

kit = 8,
k;qg = &7 (4.21)

Demostracién: Hay que probar que
S’\ma‘c = /Azmat 90 (ipu?Au ’h‘up )d4l‘ (422>

es invariante bajo G(M), esto es,

Lijtarg Smat =0 (4.23)

o equivalentemente que Emat = Aﬁmat debe cumplir la condicién:
f(a)X(a)(AEmat) + AEmata#<f(a)X(lzL)) = 0. (424>

El esquema de la demostracion es el mismo que en el caso de simetrias inter-
nas: haciendo uso de la condicion de invariancia rigida de L£,,,; vy mediante un
cambio de variables adecuado, la teoria con interaccién se llevara a la forma
de una teoria de campos libres. Finalmente se obtendra la forma del factor
multiplicativo A.



4.2. GENERALIZACION DEL TEOREMA DE UTIYAMA 47

Sea el cambio de variables y:

or =

B = RS+ ADXG00°) = (07 + B X)) (05 + AP X 50”)
(@) _— (a)

B®W = A(

Hl(ﬁ;)o. _ hl(ﬁj)g . (425)

Entonces, el cambio correspondiente en las derivadas parciales reza:

) ) )
= k'BYX(  ——
dpr — 9de T (@a 5
o ., 0
dpa VoD
) ) )
= —a TRHXE P 4.26
HALY oB RERT (4.26)
)

0 0
S R AV =y
ah(a)cr aHl(;lL/)U + U P a@o&

En consecuencia:

Lunat (9%, 250 AL BD) = Lanan (97, k(05 + AL X0 507)) = Lina (97, )
== £mat o X(wa7 ()O,UJ Ay ) h’up ) ) (427)

0 0 0
(@) x B v
8u+f & 50 <8<I> + kV B¢ Xb)aaqﬂ)
aXE/a crq)a
S H(qg @

o e b o
——X{,) (¢ 8 — B! )X(b)ﬂﬂ)

of@  gf®
OxH OxH

FOX ) Lonar = (f(“)X“

+ (f(a) C;)B(quq)ﬁ B(b)Xg))'yq)’y)_f(a)

aft

b «

- B£)X(b)'yq),y) Ot
of@ 0
ot X(a)ﬁq) )kg a(I)a

0X}, 0

_ 20 pa) ®)raple _ hCA
I g P )aB,S“’ T PGB = G g X

0 af® +8f

8@2‘ oxr ox°

0X(, 0X7 o of®
(a) Z2(@) pr(b)o _ pla) 227 (a)
+ 0x° Hyp / Ozt Hop

+(fYC, B ~

X,
(b) a a Jé]
— fO—SBO X P

(ba v
0 HO7 X,

51/
o T Coun %
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of(@
ox°
f 3X () 0% 1y

8X
H b)o‘X(a + f (a) H(b)a

0'

P 0
K FQ @ PY) = a)

8 m ( ) )X(pb V(Pfﬁaq)'Y))Cmat((b 7CD,U,) - <f( X&)@
0

a a B a a B
+ XG0 @ju(f( X500 (4.28)
0X7
@) gy 9
ozt ov

_ f(a)

)Emat<q)a7 qu) = f(a)y(a)ﬁmat(q)aa (I)fj) .

En virtud de la condicién de invariancia rigida (4.4) se sigue:
m

0X{,

dar

y llevando este resultado a (4.24) se obtiene la ecuacién que debe satisfacer
A, a saber:

f(a )'Cmat _f(a)zmat

(4.29)

of@
Ot (a)

Por sencillez, asumiremos que A depende sélo de los campos compensadores
hfjﬁ” pero no de sus derivadas, con lo cual la ecuacion previa se reduce a:

F@OX A+ A ~0. (4.30)

f(a) af (b) @X(’Z) aX(Cz) OA
v a O‘X (a)o _ 77709 1 (a)v >
< oxH % + ox°® h Ol 1 ( ox° o OxH h ) 6h,(fp)”
of(@
AT X =0, (4.31)

Dado que las funciones f(* son arbitrarias e independientes entre si los coe-
ficientes de f(®) y de sus primeras derivadas deben ser nulos:

XY, X, IA
) . (®) 1 (a)o () 1 (a)v _
a) O (TW Wi = = h )37%/3‘2)” =0, (4.32)
af(b) o Sa SV a)o v aA
b) ot (51050 + by X(b))ah<“>” +AXG =0.  (4.33)
Hp

Teniendo en cuenta que o (a)y =X pa) g,fy , las ecuaciones anteriores se pueden

escribir en la forma:

o0XY 0XG\\ OA
o . (109X 9K\ 0N 434
o) 7 <k“ ox° 7 Ogh >8k,'j (4.34)
(b)
n U x9N L axg <o (4.35)
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y la solucién general para este sistema de ecuaciones (salvo constante multi-
plicativa) es:

A = det(q;,). (4.36)
Nétese que si k;; — 0}/ (caso de simetrias internas) entonces A — 1.$

La generalizacion de la primera parte del Teorema de Utiyama pone de
manifiesto que los campos de materia interaccionan con los campos compen-
sadores {AL“ a)”} pero no con sus derivadas, de manera que se generaliza
el acoplamiento minimo de las simetrias internas. La interaccién ocurre a
través de la derivada compensadora generalizada:

Dup® = ¢ + AW XE 307 + W@ X7 0% + B X7 AP XG50 (4.37)

donde aparecen términos nuevos con respecto al caso de simetrias internas y
no se puede interpretar como una derivada covariante. La expresién anterior
se puede reescribir en la forma:

Du® = ¢ + ADXE 507 + WO XT o (4.38)
donde se han introducido los campos
Al = kr AL (4.39)

De un modo poco riguroso se puede decir que la expresién (4.38) tiene la
forma de una derivada “covariante” con “conexiones” A/(f) que se acoplan a
los campos materiales y con “conexiones” hl(fg)" que se acoplan a las derivadas
de los campos materiales.

El hecho es que el término de interaccién se escribe de modo explicito en
funcién de los campos {A(, k! }:

D™ = k(08 + ADXE 10°) = KD, o™ . (4.40)

Por la sencillez de esta expresion, que generaliza el caso de simetrias internas
simplemente multiplicando por el factor k;;, parece natural tratar de describir

la teoria sustituyendo los campos hfj)” por los campos k, lo cual asimismo
supondria una reduccién considerable de los grados de libertad efectivos de
la teorfa. Como demostraremos luego, los campos k;; de hecho pueden con-
siderarse campos compensadores (aunque ya no etiquetados con indices del
algebra) con ley de transformacion bajo G(M) dada por:

— v af & (a) UaXE/a) Z/aX(Ja)
szzéku = Xa)k f (# axo_ _k'o-&x.u>
Xl 4.41
PRk (4.41)

= kgaa(f(a)X(Va)) - k,gf(a)
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Nétese que los dos indices de kj transforman de modo diferente, esto es,
mientras que el indice v transforma como un tensor, el indice p hereda el
cardcter no-tensorial de los campos hl(fﬁ,)".

La ley de transformacién de D, bajo G(M) reza:

0XY,)
D, " . (4.42)

0(Dup®) = f(a)X&)BD”SDB -7 oan V¥

Por completitud, escribimos también la ley de transformacion de los campos

G

X, =080 = —d*X° af(a) _ r(a) Vanl) o UaX{a)
ai = % ‘ TR

@) G
oxXv,
= a0 ([N O

(4.43)

donde se observa que el indice tensorial de g;; es el subindice y, mientras que
el superindice v no transforma tensorialmente. En cuanto a .Al(f):

of@ B @ 9Xh) '

X (b)
oxv F7A; ozt

= (@) — £y a glo) _ v
ao = OAY = fOC AL —

(4.44)

Cabe formular la siguiente prescripcion:
Principio de Acoplamiento Minimo Generalizado:

La densidad Lagrangiana invariante bajo las transformaciones espacio-
temporales locales que contiene los términos de interaccion se obtiene de la
densidad Lagrangiana de partida realizando la sustitucion de todas las de-
rivadas ordinarias de los campos materiales por deriwadas compensadoras
generalizadas:

©n — Dup™, (4.45)

y multiplicando el resultado por el factor A = det(qZ) para compensar la
variacion del volumen de integracion debida a la divergencia mno nula de los
generadores del grupo local de simetria espacio-temporal.

A continuacién demostraremos la equivalencia de las descripciones en
términos de los campos {A(®), hl(fp)”} y {A,(f”), k;} reformulando el Teorema de
Utiyama.
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Un generador arbitrario del algebra local actuando sobre el espacio-tiempo,
los campos de materia y los campos compensadores {AEL“), kZ} tiene la forma:

0 5 0

(a) _ foxn 9
f y(a) f X a$“+f X(a (Y2 a(pa (4.46)
of@ af® 0X(, 0
) a g _ _ A xv _ ) g@ T2
+ (el - G - AKX G~ AR e
LOf@ , 0X () L, 0X() 0
+ (Mok g + 1 (g0 — K ))ak; |

La nueva densidad Lagrangiana zmat(goa,gpu,Aff ,k;) imvariante bajo el
dlgebra local G(M) que describe la dindmica de los campos de materia p®
asi como su interaccion con los campos compensadores {Ag’), kZ} presenta la

stgquiente estructura:

Lmat(@ ‘PWAN ,k'Z) AZmat(SO prAu vk;:) ) (4.47)
donde
Lo (0,05, AD, k) = Lonar (0%, K105 + ALXE 50%) . (4.48)

y A wviene dado por la expresion (4.20).

Demostracion: Se trata de probar que Zmat = Afmat satisface el requeri-
miento:

f(a)y( (A‘Cmat) + A/\['mata (f X(a)) = 0 (449)
Sea el cambio de variables :
@a — SOOL
¢ = k(e + AW XD 50°)
B,Sa) _ ALa)
K, = k. (4.50)
Entonces, el cambio correspondiente en las derivadas parciales reza:
0 0 0
= ——+kBYX],
D™ 9o 99l
0 - 0
ooy Y 0P
0 8 8
= D L 4.51
0 (9 0
v v + ng)g a’
ok, 0K}, o4
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En consecuencia:

Lonat (9%, 0% AD KDY = Lo (0%, K2 (08 + ADXE 10%)) = Linas (9%, D2)

= Lot © X (%, gou,AV k) (4.52)
@Yy 7 @x, (@ (9 0
f y(a)‘cmat = f X f X( )ﬁq) (aq) + k’ B X 8 )
0X7
vHs b) v B a (@) / ocqa
+ (FOXT (@) — BPXG), @) = [ (g
B xa g7y 9 (a)X” p> — BYXG D
- v (b)y ) - Ot (a) (qz/ o v (b)y )
of 8\ 0 W ape_ Y oY, LW
T g A ® >kp£+(f OBy = T e 0B
0X}, B of@  9f®
_ 0220 p(a) ®) e glo) _ — 2L xv @
f ok v )8Bu (f b cpu Ot Ot (b)
8X o of@ 8X”
_ 22 0) pla)ym B_Y o a)
f 8“3 )kX(aﬂqD o —|—(8 k;X(a—i—f Jk
0X(, 0 o f (@ oXY
. (a) (a) yv k° XY (a) (a)
L T e A ORI vl
0X¢ 0 0
(@) ) a a oy — ( fla)
7 e o) %Pacpa)c‘““@ Pu) = <f Xlo) 5
@xe g1 2 @xe, of 4.53
+ f (a)B OPa + (f (@)= ( : )
aX(:l « 8 « e a)yv @ [e%
o f(a) axi)q)a)aq)OK)'Cmat(q) 7(I)u) = f( )X(a)ﬁmat(q) ,(I)M) .
o
En virtud de la condiciéon de invariancia rigida se sigue:
@Y L. @7 90X 4.54
f y(a) mat — _f matW ) ( : )

y llevando este resultado a (4.49) se obtiene la ecuacién que debe satisfacer
A, a saber:

af(a)
OxH

Por sencillez, asumiremos que A depende sélo de los campos compensadores
k,, pero no de sus derivadas, con lo que la ecuacion previa se reduce a:

v oI (0K 9K\ O OF
(X@kﬂ Ox° +/ ( ko Qo —ks Oxh >> A

F@YA+ A

Xl =0. (4.55)

X1 =0 (456
oh, T g N =0 (456)
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De aqui se sigue el sistema de ecuaciones (4.34),(4.35) y, por tanto, se de-
muestra el resultado deseado.$

Aunque la teoria es formalmente equivalente, en el sentido de que la
interaccion con la materia es descrita unicamente por la combinacion kj; =
v a)v g e 3 3 A 13 : 79
on+ hfw) X, nos gustaria recordar que la asociaciéon de “potenciales gauge
hfﬁ)" con generadores del grupo generaliza de modo mas directo el caso de
simetrias internas. No obstante, en lo sucesivo consideraremos como campos

compensadores a los campos {Al(f), k).

4.2.2. Estructura de la densidad Lagrangiana para los
campos compensadores libres

La densidad Lagrangiana LO(AELG)7A;(31)H]€Z>I€Z,U) de los campos compen-

sadores libres invariante bajo el dlgebra espacio-temporal local debe ser A(=

det(q;;)) veces una funcién Lo de los objetos T°, }"ISZ):

v
Lo(AW, A ke ke ) = ALo(T 7, FLe)) (4.57)
donde
Tiw = TUV;L - Ag;a)(kzayX(aa) - k:ﬁ@uX(‘;)) (458)
Tglfu = q:)r(kﬁ,‘rk; - kfb’.,_k‘l) (4.59)
Fy) = kkIED (4.60)

teniendo F IS‘;) la expresién habitual (3.39) en términos de los campos Al(f).

Demostracion: Hay que probar que se satisface la condicion:
SOV (ALo) + AL (f X)) =0 (4.61)

Para ello, primero determinaremos la estructura de la funcién £y a partir de
la condicién:

m

F@OYV Lo+ L f<“>7aX(“) =0 (4.62)
(a)%~0 0 axu 3 .

que explicitamente reza:

0L 0L

0Ly — 0L
@@ T kg T X
A 9 ALY ok,

w o + Xy o
A pa, e ok,

X X
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,u

o f(@) of®
(b (C) YJ o pla) v

b Ll = (100 AY = o - AOXG

8X oL of(@ 8X”

0 A(a)(b)) 0 ( XV ko »0XE)

f Vo Ok aAEJ{a) ) or° f (kﬂ Ox°

0X¢ oL of® 92 f(@ X0 af®
v (a) 0 a Ae) _ _ A(a) (b)

7 O )) ok, " ( A v R N P P

@0 P OfY () 0XG,) 0* X

_ _ _ £(®) pla) Z ()
Ay X(b) oxroxY oxV Ay 8:75“ I A 8x#6x”
af XP Aa

0xX?
(b) (C _ (®) 4(a)
+ f (Ob cA Ot A6 l/) oV Ww,p
_wX <a> 0L (aX k(,af 4 X0 A
8xl’ ") AL, xo M Oxf 1 D00z

0
Of @ 0X(, uaX?@)

92XV 92X?

0 @ (a)
1 (k’ﬁa 0910 keax“8x0>
oxXy, )¢

ox° ( * Ozt O Ounr
af@ of@
0 (a) (1.6 v (@) _ v
+ k X(a) oxP +f (kw OxP /{970 Ok ) Oxrc X(pa)k‘luvp
8Xp (‘3X“
) 8£O E()f ) = )
8x" 61{:"17 ozt

e (4.63)

donde, de acuerdo con la expresion de la extension 1-jet de campos de vec-
tores, las expresiones respectivas de X ;@ y X Ky, vienen dadas por:
v 4

_ 0Xp,  OXpy fX(,)
X0 = © bLP 71{;”
Mo T opr T ok €0 T T oo
0X (a 8X a ) xP
X, = A T e )
Ay oxv (9A£b) P,V Ox” 1P

Ya que las funciones f( son arbitrarias e independientes entre si, de la
ecuacién (4.62) se sigue el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales que
determina la estructura de Ly:

X0\ oL 8X 8X oL
(v) . aA(c) o A((l) (b)> 0 <k9 (b) — kY b)) 0
(CL) f <Cb c“ 0 Ot aALa) 1 O 0 0 Ok 31{:Z
ox? ox?h 0*X} oL
Coaq© _ A@T20) 4@ TR0 ya) (b)) 0
* ( R P Qav )
v [/
83:983:" O Ourdze "7 Ox? " ar
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aX&)) oLy, . 90Xy

w0 B ) o, T e "
(b) %J;fz) (55 — Ai“)X(”w);g‘i) + ’fﬁXngg;
+ (59@ 1 A© — 0 A@ a;i ( — G AL gp) W ALXG)
- 55%‘5%*’(”);@3,; (kiaax z +59(kﬁa§( z —’fiaa)ii)
KXY, 5§k;pxp)§]§0 —0
(c 36;]2:0 (o + AWXY, )(Eif(g) +£§2(3) K aa]fyo
534,22 .

La ecuacion (4.64a) establece la invariancia de £y bajo el grupo rigido espacio-
temporal. Usando la ecuacién (4.64c) y luego la ecuacion (4.64b), se demues-
tra por calculo directo que: Lo = Lo(77, }" )

pvo

De acuerdo con la ley de transformacion (4.42) se puede definir la derivada
compensadora generalizada de D, p® como sigue:

D.(D,¢®) =k, ((Dyp®) o + Al BDl,go — Ay, XDpp”) . (4.65)

Se obtiene entonces el conmutador de derivadas compensadoras generaliza-
das:

Dy, D" =T7,Dep™ + f ﬁtp (4.66)

que confirma la estructura de L. Al satisfacerse la ecuacién (4.62) el requisito
de invariancia local (4.61) se reduce a la ecuacién

F@OV@A + A fOXE =0,

que determina la forma del factor multiplicativo A cuyo resultado es conocido
de demostraciones anteriores, a saber, A = det(qﬁ). De este modo queda
demostrado que la accién que describe los campos compensadores asociados
a simetrias espacio-temporales locales tiene la forma:

So = / Lod'z = / ALY(T7,, F&)) d's . (4.67)
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%

Comentarios

I. Obsérvese que F (@) generaliza la expresién del tensor de intensidad F

para el caso de grupos de simetrias que también actian sobre el espamo—
tiempo. Por su parte 79, es de origen puramente espacio-temporal y no
tiene analogo en el caso de simetrias internas. Las leyes de transformacion

bajo G(M) de T6,, y F\3) vienen dadas por:
0X? X! X,

o _ (a) (a) _ (@) o (@) o
5T, = f (@(W T, - T, - T ) (4.68)
0X? X"
a) _ c () r(a (®) (a
SF@, = Oy )(Cb o - — O - O >) . (4.69)

IT. La estructura de 7, debido a la presencia de la derivada de X (a)» DrEsen-
ta una fuerte dependencia en la realizacion del grupo sobre el espacio-tiempo,
a diferencia de ‘7:;5?/)’ que se construye exclusivamente con los campos com-
pensadores. Notese que la aparicién de GVX(‘;) en la expresion de 77, es
consecuencia directa de la existencia de tales términos en la ley de transfor-

macién (4.41) de los campos k;,.

ITII. En términos de los campos {A(a) k”} las expresiones respectivas de

7., .7-"&‘;) adoptan la forma:

7%, = T1°,— AY,X7, + AY9,X¢, (4.70)

vp

1
Fa = Ak — ALk — ~C, o (AD AL — AD ALY — ALT

v,o'vu 2

Debemos sefialar que en [56] se trabaja con las variables {A(®, k!} pero en
dicha referencia sélo se presenta flg‘;) como objeto relevante pues alli mas
bien se tiene presente la idea de construir una teoria gauge de la gravitacion
equivalente a la Relatividad General. En esta memoria se completa la des-
cripcién anterior dando cuenta de la interpretacién geométrica de 79, como
torsion.

4.3. Interpretacién geométrica

4.3.1. Tensores de curvatura y torsion

Las transformaciones locales que mueven los puntos del espacio-tiempo
definidas por dz# = f@X (’2) son transformaciones generales de coordenadas,
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bajo las cuales el indice p de los campos k% transforma como el indice de
un vector contravariante mientras que en el caso de los campos g, y Aff) el
indice p transforma como el de un vector covariante (véase las expresiones
(4.41), (4.43), (4.12)). La teoria gauge asociada a grupos de simetria espacio-
temporal da pie a considerar una geometria métrico-afin dotada de un tensor
métrico

G = qugnUp (4.71)

y una conexion afin compatible con la métrica (véase el siguiente apartado)
dada por la expresién

Fguy = QZ(AI(/a)aPX(Ga)kg - kz,u) ) (472)

con la que se construye la correspondiente derivada covariante de vectores y
tensores espacio-temporales, que denotaremos por “;” como es habitual.

Nétese que en general I'? ,,, no es simétrica en p y v, y, por tanto, no es la
conexién de Levi-Civita (o de Christoffel) asociada a la métrica g,,,. Depen-
diendo del grupo espacio-temporal considerado la estructura de I'?,, involu-
cra a distintos campos compensadores y cada I'?,, concreta define distintas
geometrias. Ejemplos importantes de las cuales son el espacio de Weitzen-
bock, el de Riemann-Cartan o el de Weyl-Cartan, asociados respectivamente
con la teoria gauge del grupo de translaciones, Poincaré y Weyl respectiva-
mente (ver Capitulo siguiente).

Es facil ver que la inversa de la métrica viene dada por la expresién
g = kikn? (4.73)
y su ley de transformacién bajo G(M) viene dada por:

09" = 0,(f X)) + 0o (f XY, g™ (4.74)
— 0, Xyn 7P (KK + KXKL) .

Los campos compensadores £/ y sus inversos q,, constituyen respectivamente
las componentes contravariantes y covariantes de un sistema de tétradas o
vierbeins® de un espacio pseudoriemanniano. Asimismo, la densidad escalar
A puede escribirse en la forma

A = det(q;,) = \/—det(gw) = V=9 - (4.75)

2Nétese que, a diferencia de la literatura estdndar, no hacemos distincién entre ndi-
ces coordenados y locales (los cuales usualmente se denotan con letras griegas y latinas
respectivamente), pero a cambio distinguimos la notacién de los campos k de la de sus
inversos q.
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Asociados a la conexién I'?,, se pueden construir los correspondientes tenso-
res de curvatura (o de Riemann) y de torsién respectivos:

— A A
Rpcr,uu = chr,u,z/ - Fpaz/,u - FP}\MI“ ot Fp)\ur o (476>
0, = 17, -1, . (4.77)

Estos tensores se pueden relacionar con los objetos de los que depende el
Lagrangiano de los campos compensadores libres:

Rpa’,ul/ - k@QaQquFLSZ)a)\X(Qa) 9 (478)
0 = kgaia Ty (4.79)

Nétese la dependencia de R”, ,, en la representacién del dlgebra (debido a la
presencia del término 0)X (ea)) de modo similar a como en el caso de simetrias
internas el tensor de curvatura de la geometria subyacente depende de la
realizacién del algebra, en este caso, sobre la fibra (véase (3.74)).

4.3.2. Implementacion de la Condicién de Metricidad

Es conveniente no confundir las derivadas covariantes ; y D,. Como ex-
plicaremos a continuacion, la derivada ; permite extender la deﬁmclon de D,
de objetos en cuya ley de tranformacién se ven involucradas derivadas de los
parametros del dlgebra gauge, esto es, derivadas de las funciones f(*). Como
es natural, D, esta definida para ¢® y, por tanto, se puede trivialmente exten-
der su definicién para cualquier objeto que sea invariante bajo la accién del
grupo sobre el espacio-tiempo, y que se comporte bajo las transformaciones
en fibra como ¢“. Déandose este ultimo requisito y aun cuando pueda haber
términos de la forma 9, (f(¥ X (‘;)) en la regla de transformacién del objeto en
cuestion, un modo de extender la forma de D, consiste en ignorar precisa-
mente las contribuciones procedentes de 9, (f(® X (” ). Asi, por ejemplo, en el

caso de los campos k¥, 0k* = 0, (f XF kv — f@0, X , se tendra:

Dkl =k, — AWg, X VRN (4.80)
Para los campos ¢f, dado que d¢§ = f(“)agX&) —qgoN(fYX ) se sigue
D,ogS = a3, + A0y X, (4.81)

y facilmente se llega a la siguiente expresion de 79, en funcién de D,q5:

79, = kpk(DygS — Dagg) - (4.82)
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De acuerdo con este criterio se puede calcular el conmutador de derivadas
D,,. Para ello hay que examinar la regla de transformacion

3(Dugp®) = f (@) X005 Du” = 0u(f () X)) Dug® (4.83)
de donde, ignorando el tultimo término, se sigue
Dy(Dup™) = (Dup™) o + ALY X0 5Dy (4.84)
y, por tanto, se puede calcular el conmutador de derivadas D,
Dy, D)™ = Ff X0 (4.85)

el cual presenta formalmente la misma estructura que en el caso de simetrias
internas puras.

Con el fin de dar cuenta de la contribucién debida a la existencia de
términos del tipo 9, (f(@X (‘;)) es necesario introducir la derivada covariante
; del modo siguiente. Sea £ un objeto genérico con ley de transformacién
(como, por ejemplo, k*)

0¢ = fOX @€ + 0u(fV (@)X, 20 (4.86)

De acuerdo con [73] si no se ignora en §¢ el término que contiene 9, (f@ ()X ()
la generalizacién de D,, viene dada por

Eu=E,+ Afjﬂx(a)g +1°7,, 56 =D, +17,,50¢ (4.87)

donde la conexion I'?,, , en principio es independiente de los campos k), y Al(f) 3
El modo mas sencillo de relacionar I'?, , con los campos compensadores es
imponer la condicién k%, = 0, que explicitamente se escribe en la forma

0X(,
ki, =k, — AW S TH KT = Dkt + T, kT =0, (4.89)
i ) xp 14

) ov'Vp ov'Vp

De aquf se puede despejar I'?,, ,, recuperdndose asf la expresion (4.72). Asi-
mismo se sigue la condicién de metricidad o de compatibilidad entre la métrica
y la conexion

uvie = 0. (490)

3En particular, para los campos de materia se cumple D,p® = @5, pero (¢%,). #
D, D, p%. Mas concretamente:

((pz)W = SD?ZLU = (D#(pa)ylf + AEIQ)X&)QDHSDB + FUV,U,DUQOQ
= D,D,p“+T17,,D,0% . (4.88)

v
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La derivada covariante introducida actuando sobre vectores y tensores
espacio-temporales tiene la forma estandar, e.g.

H g © o
U;I/ _U,V+F O'U/U

No obstante, hay que subrayar que se trata de una derivada covariante con
respecto a la conexién espacio-temporal "total” I'*_, construida con todos
los campos compensadores de la teorfa (ver (4.72)). Que la conexidn espacio-
temporal tenga esta forma equivale a decir que, en el caso mas general, dicha
conexién contiene en su estructura los llamados coeficientes de no metrici-
dad de la teorfa estandar de la gravitacién. Por tanto, la ecuacién (4.90) no
contradice el hecho de que en geometrias mas generales que la pseudorie-
manniana (de la TRG) se puede violar? la condicién de metricidad expre-
sada en términos de una derivada covariante construida con una conexion
espacio-temporal que sélo involucra campos tetradicos y conexiones de spin
(los campos compensadores del subgrupo de Lorentz).

Finalmente, el conmutador de derivadas covariantes espacio-temporales

sucesivas tiene la forma siguiente:

f;w/ 51/;1 X(a)f + Rp Eaf 0° 50’ . (491)

4.4. Ecuaciones de los campos compensado-
res

Dada la densidad Lagrangiana total invariante bajo G(M)

Liot = Emat + Lo, (4.92)
donde Lina; = AL (9%, D™ = k(o +AD X0 50%)), Lo = ALo(T ‘Lw F),

A = det(q;), (ak“ = —Aqu> , las ecuaciones para los campos k¥ y AM se es-
criben respectivamente en la forma:
0Ly 0Ly

0Ly
KRS = A ZgiT 4 2
8.7:1/0 " an/\ A aT(;)V

2A qgkj,rew (4.93)

4De hecho, en un espacio de Riemann-Cartan se sigue cumpliendo la condicién de
metricidad estandar, cosa que deja de ocurrir, por ejemplo, en un espacio de Weyl donde
se permite el cambio de longitud de vectores bajo la operacion geométrica de transporte
paralelo. En este tltimo caso la conexiéon que aparece en la estructura de la derivada
covariante no involucra al campo compensador dilaténico que determina el cambio en las
longitudes.
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d 0Ly ., ,
- <2A87A Ak;p>—quA£0 ~T;

o k0 SHENC,G AV + 20 aﬁ; k0, X, dV (2/\ Lo )
Up A dx afW
= Séfl) , (4.94)
donde las corrientes de materia vienen dadas por las expresiones:
(‘9l~)mat 8£mat

TV = =Ag¢° L — o 4.
. okl (ap 5”‘6‘1‘“) ’ (4.95)

O Linat 0L ma
poo= o AR X P (4.96)
a a o « (a)g@
@) 9AL 0D,

Si se elige Lo = ALy(F%), entonces la ecuacion (4.93) se simplifica y gene-
raliza las ecuaciones de Elnsteln para Lagrangianos no lineales,
8L0 & F(a) 1

1 v
a]:lsg— oy — iquLO —57; . (497)

4.5. Leyes de conservacion

Dada la densidad Lagrangiana de materia Lnai(p®, 5 ), invariante bajo
el algebra rigida de simetrias espacio-temporales G, usando las ecuaciones
de los campos ¢* y la condicién de invariancia rigida (4.5) se obtienen n
corrientes estrictamente conservadas de la forma:

w(rigido) __ a‘amat a 3 v aaﬁmat
‘7((1) = D0 X(a)ﬂ(p + X(a)@y 90 XM 'Cmat . (4.98)
2 p

Al implementar la simetria local G(M) son de interés las corrientes de mate-
ria 7; y S(‘;). Con ayuda de (4.5) y escribiendo la ecuacién de los campos de
materia en forma manifiestamente covariante se obtienen las leyes de conser-
vacién que satisfacen 7; y S(’fz) (en concordancia con [8,22]):
1), — 0.1+ 67,1} = FY87, (4.99)
Iz TR, P 10
S(a) w— 0SSy = Tl q,0.X(,)k; (4.100)

donde 7} = k4T, 0, = 67,
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4.6. Observaciones

[. La generalizacion del procedimiento “compensador” de la teoria de
Utiyama al caso de grupos de simetria que actian también sobre el espacio-
temporal requiere la introduccién de campos compensadores que generalizan
los coeficientes de conexién asociados a las simetrias gauge internas. Hay que
subrayar que aunque un generador X,y del grupo no actie sobre la fibra, i.e.
X(s = 0, pero si sobre el espacio-tiempo (X (‘fl) # 0), es necesario introducir
los correspondientes potenciales AL") (aunque no contribuyan en la expre-
sion de D,p*) y, en consecuencia, la densidad Lagrangiana de los campos
compensadores libres en principio también puede depender de su “curvatu-
ra” generalizada f;;p. En el Capitulo siguiente se estudiard como ejemplo
particular el caso del grupo de translaciones espacio-temporales puras 7'(4).

IT. La ventaja de la teoria desarrollada en este capitulo es su generalidad, de
modo que basta asignar a las representaciones de los generadores X (’2) y X
las expresiones de cada grupo de Lie asociado a una simetria espacio-temporal
(e.g. Translaciones, Lorentz, Poincaré, ect.) para obtener la correspondiente
teoria gauge particular. Esta es la tarea del siguiente Capitulo, donde se
materializard la aplicacion fisica del Teorema de Utiyama generalizado para
ciertos grupos espacio-temporales, estudiando en cada caso la posibilidad
natural de una formulacién de la interaccién gravitatoria como teoria gauge,
de modo analogo al resto de interacciones fundamentales.

ITI. Los campos A}(f) y k! tienen leyes de transformacion que no se correspon-
den con el comportamiento estdndar de los campos gauge asociados a grupos
de simetria interna, de modo que se pierde el contacto con la descripcién
tradicional de la teoria gauge en términos de fibrados. Sin embargo, lo que
s se preserva es el cardcter compensador de los campos Al(f) y k#. Esto es
especialmente relevante en lo tocante al controvertido estatus de las tétradas
como campos gauge, cuestion que desde los comienzos de las teorias gauge
de la gravedad ha estado en entredicho. En nuestro formalismo, si bien se ge-
neraliza la forma misma de la ley de transformacién de los campos “gauge”,
lo que se mantiene es el espiritu de campos compensadores. Sin embargo, en
la bibliografia se puede encontrar (e.g. [11,12]) trabajos en que los grupos
espacio-temporales son “tratados” como si fueran grupos internos empleando
la construccion convencial de fibrados principales, de modo que pasan a ser
vistos como grupos estructurales de un cierto fibrado principal y los tinicos
campos gauge de la teoria son del tipo AEf‘). No obstante, en esta aproxi-
macion siempre es necesario introducir ad hoc un sistema de coordenadas
curvilineo y un sistema asociado de campos tetradicos que se relacionan pos-
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teriormente con un cierto sector de los campos AL“) (concretamente con los
potenciales translacionales) con el fin de poner de manifiesto de algiin modo
la naturaleza espacio-temporal de la simetria de partida. Obviamente, en este
enfoque los campos tetradicos no son introducidos como campos compensa-
dores propiamente dichos. Esta caracteristica se puede considerar de hecho
como un remanente de la teoria gauge del grupo de Lorentz formulada por
Utiyama.
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Capitulo 5

Teoria gauge de la Gravitacion

El establecimiento de un principio de invariancia bajo un grupo de si-
metria espacio-temporal local esta intrinsecamente relacionado con la esen-
cia del Principio de Equivalencia, que (junto con el Principio de Relativi-
dad) constituye la base de la teorfa de la Relatividad General. De hecho,
el Principio de Equivalencia (PE) puede interpretarse como un principio de
invariancia local. Mas concretamente, de acuerdo con el PE, en un campo
gravitatorio siempre es posible elegir en cada punto x un sistema de refe-
rencia inercial O(z). Dicho sistema de referencia localmente inercial O(z)
puede obtenerse a partir de un sistema de referencia fijo arbitrario O(zy)
mediante translaciones y rotaciones Lorentzianas locales!, esto es, por medio
de tranformaciones locales de Poincaré. En virtud del Principio de Relativi-
dad las leyes de la fisica deben tener la misma forma en todos los sitemas
de referencia localmente inerciales y, por tanto, el grupo de Poincaré local,
con accion sobre el conjunto de todos los sistemas de referencia localmente
inerciales, resulta ser un grupo de transformaciones de simetria que caracte-
riza a cualquier campo gravitacional. En ausencia de campo gravitatorio la
teoria se reduce a la Relatividad Especial y las transformaciones de simetria
espacio-temporal correspondientes se reducen al grupo de Poincaré global o
rigido.

No obstante, como se ha explicado en el Capitulo previo, la formulacién de
la teoria gauge asociada con un grupo de Lie de simetrias espacio-temporales
da pie a una serie de cuestiones, que no se dan en el caso de simetrias internas,
tales como el significado del caracter de “potencial gauge” del tensor métrico
o la patente arbitrariedad en la eleccion del grupo de gauge, pues se puede
mencionar, por ejemplo, el grupo de translaciones espacio-temporales puras,

Los parametros de estas tranformaciones dependen del punto x donde se define el
sistema de referencia O(z).

65
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el grupo de Lorentz, Poincaré, Weyl o el grupo conforme entre otros. Como
ya se comento, el origen de tales dificultades surge como consecuencia de los
“diferentes tipos” de transformaciones involucradas, responsables a su vez
de la distincion de dos tipos de campos compensadores, a saber, potenciales
gauge A/(f) y campos tetrddicos k. La ley de transformacion de las tetradas
dista de seguir la regla de transformacién de los campos gauge tradicionales y
este hecho, de por si, supone una cuestion sutil que ha dado lugar a diversas
interpretaciones de los campos k,, en el contexto de la teorfa gauge de la
gravitacion. Asi, algunos autores identifican los campos tétradicos con la
parte no trivial de los campos gauge asociados a las translaciones espacio-
temporales locales, en otros enfoques se identifican con la parte translacional
de una conexion afin sobre el fibrado tangente T'(M ), y también hay posturas
a favor de considerarlos campos de tipo Higgs-Goldstone ( [15]). 2

En el presente Capitulo aplicaremos la teoria gauge general incluyendo
simetrias espacio-temporales, expuesta en el Capitulo anterior, para revisar
en particular la teoria gauge gravitacional asociada a los grupos de trans-
laciones puras, Lorentz, Poincaré (en este caso, recuperando los resultados
fundamentales de [8]) y Weyl. Se analizan las condiciones bajo las que se
recupera la teoria einsteniana y se comentan las ventajas de ciertas teorias
gauge de gravedad que generalizan la Relatividad General, como por ejemplo,
las llamadas teorias de Finstein-Cartan.

5.1. Grupo de translaciones espacio-temporales

El indice de grupo corre sobre el subgrupo 7'(4) de translaciones espacio-
temporales del grupo de Poincaré, de modo que® (a) = (u). La realizacién de
los generadores sobre el espacio-tiempo y sobre los campos materiales viene
dada por las expresiones:

Xty = 4 (5.1)

n

XGys = 0,

2Por nuestra parte, en el Capitulo 8 ofrecemos una posible interpretacién alternativa,
estudiando la naturaleza de los campos &, en el marco de la invariancia bajo el grupo de
los 1-jets de los difeomorfismos de la variedad espacio-temporal.

3No hay que hacer distincién entre la naturaleza de la etiqueta u correspondiente al
valor del indice de grupo (a) o al indice coordenado en z*. Sélo el paréntesis () indica
explicitamente la asociacién con un generador del grupo.



5.1. GRUPO DE TRANSLACIONES ESPACIO-TEMPORALES 67

y debido a la accién nula sobre la fibra los generadores de la simetria trans-
lacional rigida se reducen a la sencilla expresion:

0
i
Los conmutadores del dlgebra de translaciones locales reproducen las rela-
ciones de conmutacién del dlgebra de difeomorfismos infinitesimales?

[F(2) X, 9" (@) X)) = f*(2)0u9" (@) X(0)
— g¥(X)0, " (2) X - (5-3)

Xw = (5.2)

Hay que enfatizar que los campos compensadores A(V“) pueden considerarse
no triviales, a pesar de que la derivada covariante de los campos de materia
coincida con la derivada ordinaria, i.e. D,p* = ¢9,. Con lo cual la derivada
compensadora generalizada se obtiene de la derivada ordinaria multiplicando-
la por campos tetradicos:

Dp® = k¢S, (5.4)

De acuerdo con la teoria general expuesta en el capitulo anterior, el Lagran-
giano libre £y debe ser una funcién (escalar bajo el grupo rigido) arbitraria
de los objetos 79, Fﬁi), que en este caso particular, debido a la estructura
abeliana del grupo rigido 7'(4), tienen la forma:

77, = T°,, (5.5)
Flo) = kﬁkﬁ(Agfg_Agf’;). (5.6)

La no trivialidad de los campos gauge translacionales Aff) no deberia su-
poner un incremento efectivo del niimero de grados de libertad, por lo que
estd permitido imponer una cierta ligadura (compatible con las ecuaciones
de movimiento) que relacione Aff) con las tétradas. Si se asume (como se
sugiere, por ejemplo, en [8], [11])

A§f> =07 +q (5.7)
se sigue
7%, = f;;;) =T, (5.8)

por lo que finalmente la densidad Lagrangiana Lg invariante bajo el grupo
de translaciones locales (difeomorfismos infinitesimales) tiene la forma:

Lo = ALy(T7,,) . (5.9)

4Nétese, sin embargo, que para grupos de simetrias internas abelianas los conmutadores
del algebra local son nulos.
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5.1.1. Interpretaciéon geométrica: Espacio de Weitzen-
bock

Con el fin de construir una teoria gravitacional y poder compararla (en
términos geométricos) con la Relatividad General, a continuacién particula-
rizamos las formulas geométricas del apartado 4.3 del capitulo anterior para
la teoria gauge de T'(4). La conexion FULIT/(‘Q) se reduce a la llamada conexion
de Cartan:

ragw = —qk, =k, . (5.10)

caracteriza por tener tensor de curvatura nulo y torsion diferente de cero:

RTGM = 0, (5.11)
o(T(4 oA
efw< ) = kST - (5.12)

La geometria resultante es la de un espacio-tiempo de Weitzenbock [75]. Por
otra parte, se tiene el tensor métrico g,., = ¢,q;M,s y su correspondiente
conexion de Levi-Civita reza:

1
o(L-C) — led
r ;(w )= 59 P(Gpv + Gpuw — Guwp) » (5.13)
que es simétrica en pu y v y, por tanto, tiene torsion nula pero tensor de

(L—0C) L
curvatura BT ) no trivial.

Se encuentra la siguiente relacién entre las conexiones I'7(T*) y To(L=C).
rore) = o= 4y K, (5.14)
donde
Ko, = ;(@crg@)) o) g o) (5.15)
con §,7F®) = gAT M) g, g7 Ademds, también se cumple:

T4 T4
r T = _p, T g (5.16)

donde ' pg(‘l)) = gpgr"g(“)).
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5.1.2. Teleparalelismo

Hasta ahora la generalizacién del Teorema de Utiyama aplicada al caso
del grupo de translaciones espacio-temporales s6lo alcanza a concebir la es-
tructura de Lo como una funcién escalar de la torsion de Cartan 77,,. De
entre todas las densidades Lagrangianas posibles desde el punto de vista ma-
temdtico, en particular, una cierta combinacion especifica cuadratica en 7,
denominada densidad Lagrangiana del teleparalelismo, dada por®

LO(teleparalelismo) = ALO(teleparalelismo) (518)
1 v, o 1 v so o v
= ATY,,T% <477A U enﬂp + 55277 A5;) - 5#6277 A) ?

reproduce la teorfa gravitacional einsteniana [74,75]. Mas concretamente,
ocurre que la densidad Lagrangiana del Teleparalelismo y la densidad La-
grangiana de Hilbert-Einstein £ _p, construida a partir de la conexion de
Levi-Civita asociada a la métrica g,, = q;,q)1s,, se diferencian en una deri-
vada total (véase Apéndice 10.4):

EH—E = A‘CO(teleparalelismo) + divergencia ) (519)
donde mas explicitamente, recordamos,
Li-p=ART™), (5.20)

de la que, como es bien sabido, variando con respecto al tensor métrico, se
derivan las ecuaciones de Einstein en el vacio:

. 1 -

teniendo el tensor de Ricci RE,E(MC)) y la curvatura escalar RE“™) Jas cono-

cidas expresiones respectivas:

RI = purt ) (5.22)
R = g RET (5.23)

5Podria reescribirse (5.7) en la forma KA,(,,U) =0y, + g, donde K es una constante. En

tal caso .7-',5’}) = %Tg‘u y

1 1 v, o 1 vAgo o v
EO(teleparalelismo) = ﬁTﬂuan)\e <4"7)\ n enup + 56277 Aép - 6u5277 A) . (517)

Entonces el parametro de acoplamiento K desempenaria el papel de constante de gravita-
cién universal.
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La forma de Lo(teleparalelismo) S€ Puede deducir del requisito de invariancia
de Lo(77,,) bajo una simetria extra que actiia sobre el indice no tensorial de
los campos k¥, con generadores

orn O
Xo = wyp(x)n” kg@kl’f’ (5.24)
donde wy, () = —w,,(x) son los parametros infinitesimales asociados. En la

literatura, en general, se suele hacer referencia al grupo generado por esta
subalgebra bajo el nombre de grupo de Lorentz local, pero nos gustaria sub-
rayar que no se puede identificar con el subgrupo del grupo de Poincaré local
que lleva el mismo nombre. Sobre este aspecto volveremos en el Capitulo 8.

En definitiva, la teoria gauge del grupo de translaciones espacio-temporales
permite describir la interacciéon gravitatoria en un espacio-tiempo cuya geo-
metria estd caracterizada por torsién no trivial y curvatura nula. La teoria
resultante, el teleparalelismo, se puede ver pues como una version dual a la
teoria de la Relatividad General y puede resultar de interés en el estudio
de diversas cuestiones donde la teoria estandar tiene dificultades, como por
ejemplo, la cuantizacién de la gravedad. Para terminar, nos gustaria poner
de relieve la mencionada dualidad en el contexto referente al movimiento de
particulas en un campo gravitatorio. Asi, por ejemplo, en un espacio-tiempo
pseudoriemanniano la trayectoria de una particula sin spin viene codificada
por la ecuacién geodésica

d -
% =To u'u’,

(5.25)

mientras que en el contexto de la teorfa gauge de T'(4) se puede demostrar [21]
que la ecuacién (5.25) es equivalente a la ecuacién de fuerza

d
# =S RARIT (5.26)
-
que no es una geodésica pues I' 0182(4)) = —qpk; , no es simétrica en v y pu.

5.2. Grupo de Poincaré

El grupo de Poincaré es el producto semidirecto del subgrupo de transla-
ciones y el subgrupo de Lorentz, por lo que la notacién del indice de grupo
en este caso es la siguiente: (a) = {(u) translaciones, (vo) Lorentz}, y una
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realizacion particular de los generadores del algebra rigida de Poincaré tiene
la forma® :

, 0
Xw = Xwaw (5.27)
0 0
X = X0 — + X 5.28
() () e T K g (5.28)
con

Xty = o, (5.29)
X(U,uz/) = quu),pxpz<5znup_6gnﬂp)xpu (530)
o o o 16}
Xy = XGuys¥ (5.31)

donde las matrices S&V)ﬁ actuando sobre las componentes internas de los
campos quedan determinadas por las relaciones de conmutacién del grupo
de Poincaré y la antisimetria en los indices de Lorentz, X, 5 = —X3, 5.

Como consecuencia de la hipodtesis de invariancia de la acciéon de ma-
teria bajo el grupo de Poincaré rigido se obtienen las corrientes conserva-
das (sobre soluciones) asociadas respectivamente con la conservacién de la
energia-momento y el momento angular:

rigi o « aEma o a£ma
”7(;() Eie) - X(V)SOU o oet - Xg/)ﬁmat =% 8gﬁat B 6zlj£mat ) (532)

s

p(rigido) a'Crnat X 8 v aa‘cmat n
= —— + X — — X[ Lo 5.33
Tiop) dgs Niens? T XonPip e (op) Lmas (5:33)
8ﬁmat ey 8 v w(rigido)
- s XGopp? + XopnTw) '

De acuerdo con la teoria expuesta en el Capitulo 4, al implementar la
simetria local el Lagrangiano de los campos compensadores libres debe ser
una funcion de los objetos covariantes gauge fﬁ(ﬁ) y 79, En este caso, la
densidad Lagrangiana L, de orden mas bajo con la que se puede construir

6Né6tese que la dependencia en z* de las componentes espacio-temporales XE’W) del
subgrupo de Lorentz no es “gauge”. Recuérdese que la dependencia gauge o local surge
del hecho de multiplicar los generadores por funciones arbitrarias f(*)(z). Por este motivo
en la literatura se suele distinguir entre indices locales y coordenados en las tétradas.
Como ya se comenté en el capitulo anterior, nosotros preferimos mantener ambos indices
curvilineos en los campos k), y distinguimos los campos inversos con la notacién ¢4. En
nuestra formulacién los campos que si llevan explicitamente el indice local (a) son los
campos hff,,)y, pero al contraer los indices del dlgebra en la expresién ky, = 4, + hfff,)VX E’a)
el indice (a) desaparece en las tétradas.
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una teoria gravitacional debe ser lineal en la curvatura generalizada .7-")(\‘;’) )
asociada al subgrupo de Lorentz:

1 v
Ly = §Af,gf; ), (5.34)
donde
f(UP) = kPEypen)
X = RaRgl,

= K\ky(ATD) — ATD — (A7VASY — ATD A ) . (5.35)

Con esta eleccién de Ly, la densidad Lagrangiana total invariante bajo el
grupo de Poincaré local tiene la forma:

1 1
Liot = Mrmat (9%, D™ = k(05 + §A§”P>Xf;,p)ﬁ<pﬁ)) + iAf}j;”) . (5.36)

y las ecuaciones respectivas de los campos compensadores k;; y Al(fp) son las
siguientes:

1
NFLD = SOLFS) = =Tk, (5.37)

AKET, = KT, + kAT, + (kiKY — kiky)AC (5.38)
14 14 9
— (ktky + kRN AC ) = 2S¢,

op)
donde
0
1} = - (Alna(¥™, D)) (5.39)
8kg
0
H p— a a
S(UP) = _8ALUP) (A‘Cma‘n(w aDVQO )) (540)

son las corrientes de materia definidas en (4.95) y (4.96).
En términos de 7%, la ecuacién (5.38) se escribe en la forma:

AKGTS,, — KhT %y — KT, = 280, ), (5.41)

de donde se sigue la ley de conservacion

d
@(8&'[)) + f(jfp)) - O 5 (542)
donde
0Ly
[T

f(gp) = _8Affp) ) (5.43)

Con la interpretacion de Sé‘o_p) como la densidad de spin de la materia y
de [#, como el spin del campo gravitacional, la ecuacién (5.42) expresa la
conservacién del spin.
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5.2.1. Interpretacién geométrica: Espacio de Riemann-
Cartan

La teoria gauge del grupo de Poincaré admite una geometria de Riemann-
Cartan caracterizada por el tensor métrico g, = ¢fg) 1,0 y la conexion (re-
lacionada con la métrica a través de la condicién de metricidad)

1 w (o2 (on (e (o8
= q (QA’(’/\ 0, Xk — kpv”) = —qik, + a AT kG

= T 4 P APV kG (5.44)

14

que admite los tensores de curvatura y torsion respectivos:

1 . y
R = ké’czﬁq;’q%ffjggax)(&o = K s F S e, (5.45)
‘9,(5) = kaQﬁqlﬁ\Tp(,\) (5.46)

= kiqhay(T%, + AL (kne, — Kinea)) -

Usando las expresiones de estos tensores e introduciendo las notaciones

Ty = 9ouTl = GoukSTE = 0oL (5.47)
8;,\1/ = qzqzl/)S()\a-p) ) (548)

las ecuaciones de movimiento se pueden escribir en la forma:

1 -
A(R/W - §g#VR> = _T,ul/ ) (549)
A o3\ A G A G
AOS,, = 25, —06,80, — 0,5, (5.50)
A la vista de estas ecuaciones, un resultado importante es que la fuente
material del campo de torsién es el spin de la materia.

En la siguiente seccién compararemos la teoria obtenida con la teoria de
la Relatividad General. Para ello distinguiremos dos casos dependiendo de la
ausencia o no de campos de materia. Asimismo comentaremos la posibilidad
de formular teorias gravitacionales més generales que la teoria de Einstein
de la gravitacion.
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5.2.2. Teorias gravitacionales asociadas a la teoria gau-
ge del grupo de Poincaré

Considerando la densidad Lagrangiana (5.36) se obtuvieron las ecuaciones
(5.37) y (5.38). A continuacion se estudian estas ecuaciones en funcién de la
existencia o no de campos materiales

Ecuaciones en el vacio
Sin campos materiales la ecuacién de los campos A/(fp),
0 0 0
kgTUp_kZTUG_kgTep:O 5 (551)

puede ser resuelta exactamente, obteniéndose los campos gauge asociados al
subgrupo de Lorentz en términos de la torsién de Cartan 77,

vacio 1
A(Up)u - gqi (Top)\ + TpAa - T)\Up) (552)
con A@“‘;‘ﬁ = Al(;\‘g)vadomgngp, Topr = T" A1 Por tanto, A@;‘)‘L son los llama-

dos coeficientes de rotacion de Ricci de la teoria estandar de la gravitacién.
En ausencia de materia, las ecuaciones (5.49) y (5.50) se reducen a

1
Ru = 59wR = 0 (5.53)

0, = 0. (5.54)
La ecuacién (5.54) implica que la conexién afin I'?,, es simétrica, y, por tanto,
igual a la conexion de Christoffel asociada a la métrica. Entonces el tensor
de Ricci R, es simétrico y (5.53) resultan ser las ecuaciones de Einstein en
el vacio, de modo que se recupera la geometria pseudo-riemanniana de la
Relatividad General.

Observacion sobre la teoria gauge del grupo de Lorentz

El grupo de Lorentz no es un subgrupo invariante del grupo de Poincaré y,
por tanto, al “gaugear” sus generadores y mantener la invariancia bajo el gru-
po rigido de translaciones espacio-temporales necesariamente se “gaugean”
también las translaciones y en consecuencia el grupo de Poincaré.
Restringiéndonos exclusivamente al sector de las transformaciones de Lo-
rentz locales se puede afirmar que la supuesta teoria gauge asociada a este
subgrupo sélo requeriria la introduccion de potenciales gauge de Lorentz
Al(gf’) y tétradas K~ y el Lagrangiano de los campos compensadores libres
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Lo(AGP), kY) serfa una funcién de la curvatura de Lorentz generalizada F(o°)
y de 79,. Usando la densidad Lagrangiana Ly = %A}"}(Ll‘ﬁ”) se puede recupe-
rar, del mismo modo que en el caso descrito en la teoria gauge del grupo de

Poincaré, las ecuaciones de Einstein en el vacio.
Ecuaciones con materia

En el caso general en que se considere la existencia de campos materiales,
la ecuacion para Affp) admite solucion analitica explicita si el Lagrangiano
original de materia es de primer orden en las derivadas de los campos (como
ocurre en el caso de campos fermidénicos de Dirac tales como el electrén) y
viene dada por la siguiente expresion:

vacio 1
A(UP)M = A(ap),u - §Qﬁ('/\/l>\(0'p) - Mo‘(p)\) - Mp()\o') (555)
- 77>\U'/\/ly(yp) - nAPMV(O'V)) )
donde
Mireo) = M5, (5.56)
v _ aﬁmat « 3
Miep) = ~gp, paNiens? (5.57)

Nétese que M”(,
fermionica. Asi, para un espinor de Dirac v, ./\/l”(ap) ~ @’y”X((,p)w.
Cuando hay materia presente, I'?, y R, no son simétricos. La densidad

es cero para materia sin spin pero no para la materia

tensorial de energia-momento 7}, tampoco lo es y la teorfa correspondiente
difiere de la teoria gravitacional estandar. Esta situacion generaliza la teoria
de Einstein con una densidad Lagrangiana genérica dada por:

AFE) = ARTT ) (M), (5.58)

donde la forma de la funcién T de nuevo depende de la naturaleza especifica
del tipo de materia fermionica considerada. No obstante, en el caso del campo
de Dirac se puede demostrar [8] que los términos que difieren de la TRG son
cuadraticos en la densidad de spin, generando asi una interaccién spin-spin
de ”contacto” (tipo Fermi) de orden cudrtico en los campos de materia. Sin
embargo, el orden de magnitud de tal interaccién es despreciable frente al
resto de términos y, en consecuencia, desde el punto de vista experimental la
teoria gauge de Poincaré no difiere de la TRG.

Generalizaciones de la TRG
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Por un lado, a partir de argumentos relacionados con la gravedad cuantica
se infiere la necesidad de Lagrangianos cuadraticos respecto de la curvatura,
por lo tanto, la teorfa gauge de la gravitacién es un contexto adecuado’ para
la formulacién de teorias de gravedad descritas por densidades Lagrangianas
que generalizan la de Hilbert-Einstein (lineal en la curvatura escalar).

Asimismo, uno de los resultados importantes de la teoria gauge de la
gravedad es la posibilidad de incorporar la torsién como un nuevo campo
geométrico. Asi, por ejemplo, en el contexto de la teoria gauge del grupo de
Poincaré se pueden considerar densidades Lagrangianas gravitacionales de-
pendiendo explicitamente de .7-",8‘;’)) y 79, esto es, teorfas de gravedad que
involucran simultaneamente curvatura y torsion. La variante mas difundi-
da es la denominada teoria de FEinstein-Cartan, descrita por Lagrangianos
lineales en la curvatura y cuadraticos en la torsion. En este caso concreto,
la relacién del spin con la torsién es algebraica (no dindmica), es decir, la
torsion resulta ser proporcional a la corriente espinorial fermidnica, y, por lo
tanto, la torsién sélo existe donde hay particulas con spin. En ausencia de
dichas particulas la teoria de Einstein-Cartan se reduce a la TRG. Otro caso
interesante es de Lagrangianos gravitacionales cuadraticos en la curvatura y
en la torsion (ver e.g. [76,77])

La deteccion experimental de la torsion podria involucrar fenémenos ta-
les como el desdoblamiento adicional de las lineas del electron en el atomo o
la violacion CP en las desintegraciones de particulas, pero si la constante de
acoplamiento de la torsion es igual a la gravitatoria entonces todos los efectos
de laboratorio serfan muy pequenos y no podrian comprobarse experimen-
talmente. No obstante, la relevancia de la torsién es mas notoria en ciertos
modelos cosmologicos en el sentido de que pueden detenerse colapsos gravi-
tatorios. De hecho, tanto en la teoria de Einstein-Cartan como en modelos
con torsién dindmica se obtienen soluciones cosmoldgicas regulares respecto
a la métrica.

5.3. Grupo de Weyl

La realizacién de la accién del grupo de Weyl sobre el espacio-tiempo y
las componentes internas de los campos de materia contiene la realizacién del
grupo de Poincaré junto con las expresiones correspondientes al generador

"Otros escenarios posibles que permiten generalizar la Relatividad General son la teoria
multidimensional de Kaluza-Klein y la supergravedad, en la actualidad teorias candidatas
de unificar (no sin dificultades) la gravitacién y el resto de interacciones.
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de las dilataciones espacio-temporales
Xé”dﬂ) = ¥ (5.59)
Xy = d5wg” (5.60)

donde w es el numero dimensional o dimension de Weyl del campo de materia.

Al implementar la simetria local es necesario introducir los campos com-
pensadores del grupo de Weyl, de modo que ademas de los campos com-
pensadores de la teoria gauge del grupo de Poincaré hay que considerar un
nuevo campo compensador A;(Ld”) asociado a las transformaciones de escala
locales. De acuerdo con el principio de acoplamiento minimo generalizado la
densidad Lagrangiana original de los campos de materia L. (9%, gpfj) debe
sustituirse por la densidad Lagrangiana AL(¢®, D,p®) donde A = det(q),) v
la, derivada compensadora generalizada D, en este caso reza:

Du” = k”(%+A( X859°)
k;(¢§+§A XE 50"+ wAP o) (5.61)

En lo que respecta los campos compensadores libres, su dinamica viene descri-
ta, tal y como establece el Teorema de Utiyama generalizado, por la densidad
Lagrangiana ALq(F, M‘j), 77, ) donde aparece un nuevo tensor de intensidad di-
latonico

FA = gojpe 0D = foge(ALD - AWdD) (5.62)

phvtop
junto con
o o P dil) o o
7%, = 150 — A0, Xy — k0 X))

_ o P A(dil) o o

= 719, — A" (kho, — KDoy) (5.63)
donde T‘LVP es la contribucién correspondiente al grupo de Poincaré, que
denotamos por P (notacién que emplearemos a lo largo de esta seccién).

Como analizaremos después, las teorias de gravedad asociadas al grupo de

Weyl local deben describirse mediante densidades Lagrangianas de dimension
de Weyl nula, y este requisito restringe la forma de L.

5.3.1. Interpretaciéon geométrica: Espacio de Weyl-Cartan

De acuerdo con la seccion 4.3 del Capitulo previo, con los campos com-
pensadores de la teoria gauge del grupo de Weyl se puede construir un tensor
mMEtTico g = ¢;qLNsp Y Una conexion espacio-temporal

I, = q;;(A,ga)apra) k§ —k5,)=T71 + 5;;A<;”l> . (5.64)
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Dicha conexion, en general, no es simétrica y, por tanto, admite torsiéon no
s 1o > . - . §
nula 67, =17, — 1, . Es posible expresar I’ ,, en funcion de los simbolos

de Christoffel 7 2, del campo compensador de escala A y de la torsién
67, [78]:
In%

e _ FJMI;ij + (5ZA,(/dil) + 53’A£dil) . g,“,A(dﬂ)U) (565)

2

1 o o K K
+ 5(9 nv +g)\ (g'f,ue VA +gm/6 ,uA)) :

Luego la geometria resultante es la de un espacio de Weyl-Cartan con tensores
de curvatura y torsién respectivos:

0°,, = 90ﬁ+(5gAgdﬂ>—5gA;dﬂ>), (5.66)
R, = R";l,Jrég’Fﬂ”). (5.67)

Obsérvese que R’ ,, no es antisimétrico con respecto a los dos primeros
indices p y o.

La geometria de Weyl-Cartan es un caso particular de geometria de Ed-
dington, la cual esta asociada de modo natural a la teoria gauge del grupo
general lineal GL(4, R), el grupo lineal més general de simetrias de la teoria
de la gravitacion.

5.3.2. Teorias gravitacionales asociadas a la teoria gau-
ge del grupo de Weyl

Como se mencion6 antes, las teorfas de gravedad basadas en la teoria
gauge del grupo de Weyl se describen por medio de densidades Lagrangianas
Lo = ALy con dimension de Weyl w nula. Entonces por contaje de numeros
dimensionales w(A) = 4 y, por tanto, £, debe tener dimensiéon —4. Por otro
lado, £y depende de los objetos covariantes F, ;(jﬁ) y T‘LV cuyas dimensiones de
escala se obtienen de sus leyes de transformacién bajo el grupo de Weyl local.
En consecuencia sélo estan permitidas aquellas elecciones de L compatibles
con que w(Lo(FLY),T9,)) = —4. Asi, por ejemplo, un L lineal en la curvatura
generalizada de Lorentz ]:(S"pp) no estarfa permitido puesto que w(F, ;(;/p)) = -2
en virtud de la ley de transformacion

5}"(”) _ 5p]__ls(;p) . 2f(olil) ($)f(ap) . (5.68)

nv uv

En cambio, si estdn permitidas, por ejemplo, combinaciones cuadraticas® en
]:/Sgp) y }"/S‘iﬂ) (ver, por ejemplo, [80,85]).

8De hecho, en la teorfa original de Weyl la densidad Lagrangiana es cuadratica [79)].
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Finalmente, es interesante observar que la teoria gauge del grupo de Weyl
se puede relacionar con la teoria escalar-tensorial de la gravitacion, en con-
creto, con la teoria de Brans-Dicke.

5.4. Observaciones

I. La formulacién de la gravedad como una teoria derivada de un princi-
pio de invariancia gauge o local presenta cierta arbitrariedad en cuanto a la
eleccion del grupo de simetria espacio-temporal con el que se construye la
teoria. Las geometrias resultantes asociadas a cada grupo son distintas, aun-
que todas deben recuperar bajo ciertas condiciones la teoria de la gravedad
de Einstein. Cinéndonos a grupos lineales de simetria espacio-temporal, la si-
tuacién mas general consiste en considerar la teoria gauge del grupo general
lineal GL(4, R), cuya algebra, ademds de incluir los generadores del grupo de
Lorentz, contiene el generador de dilataciones y los operadores de hipermo-
mentos. En la TRG el principio de relatividad se formula como la condiciéon
de invariancia de la teoria respecto a las transformaciones del sistema de refe-
rencia. Definir un sistema de referencia en la teoria de la gravitacion equivale
a fijar el atlas del fibrado tangente, y el grupo de transformaciones de atlas
de los sistemas de referencia es el grupo general lineal. Por tanto, el prin-
cipio de relatividad se puede ver como un principio de invariancia bajo el
grupo GL(4, R) local. En el caso de la teoria gauge de GL(4, R) se puede
considerar la conexion espacio-temporal mas general, incorporando en su es-
tructura los coeficientes de no-metricidad o de transporte no métrico. Como
se comentd anteriormente, este espacio se dice que tiene geometria de Ed-
dington. Un caso particular de espacio de Eddington es el de Weyl-Cartan.
Cuando la torsion es nula entonces se dice que tenemos un espacio de Weyl.

También vimos que la geometria de Riemann-Cartan surge de modo na-
tural al considerar la teoria gauge del grupo de Poincaré. Recordamos que
el principio de equivalencia se puede considerar como un principio de inva-
riancia bajo el grupo de Poincaré local. Si se impone que la torsién sea nula,
la geometria de Riemann-Cartan se reduce a la geometria pseudoriemannia-
na de la TRG caracterizada por curvatura no trivial. Si por el contrario se
hace cero la curvatura pero no la torsion, se obtiene el llamado espacio de
Weitzenbock donde es posible describir la TRG en la llamada version del Te-
leparalelismo, nombre con el a menudo es referida la teoria gauge del grupo
de translaciones espacio-temporales 7'(4). Finalmente, si tanto la curvatura
como la torsion son nulas la teoria se reduce a la teoria de la Relatividad
Especial sobre el espacio de Minkowski.
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II. El punto de partida de la formulacién de las teorias gauge de grave-
dad, al igual que en el caso de simetrias internas, usualmente consiste en
suponer la existencia de ciertos campos de materia en un espacio-tiempo
dado (generalmente Minkowskiano), cuya integral de accién es invariante ba-
jo un cierto grupo de Lie de simetrias externas o espacio-temporales (e.g.
el grupo de Poincaré). A continuacién, el proceso sisteméatico que prescribe
la generalizacion del Teorema de Utiyama permite obtener la forma general
de la densidad Lagrangiana que describe la correspondiente teoria gauge de
gravedad. Si bien este proceso es importante desde el mero punto de vista
matematico, pudiera sin embargo ser eliminado a la luz de las ecuaciones
finales para el campo gravitatorio. Dicho de otro modo, se puede considerar
como un paso intermedio que a la postre puede ser obviado, de tal mane-
ra que la densidad Lagrangiana final pasa a ser el punto de partida de una
teoria de gravedad invariante bajo un conjunto de transformaciones locales
que mueven el espacio-tiempo, y cuya dindmica se deriva de acuerdo con el
principio variacional estandar. No obstante, es obvio que las soluciones de la
teoria gauge definitiva no presentardn una topologia diferente a la original de
partida, ya que es una propiedad que se preserva bajo difeormorfismos. De
este modo, la teoria gauge de la gravitacién solo da cuenta de todos los ten-
sores métricos compatibles con la topologia de la variedad espacio-temporal
de partida. Una salida a este obstaculo consistiria en tomar como punto de
partida un espacio-tiempo asociado con un grupo de simetria mayor, como la
simetria conforme, donde la coordenada temporal se incluye en las superficies
de datos iniciales, y entonces mediante el mecanismo de rotura de la simetria
podrian emerger cualquiera de las tres topologias asociadas de modo natural
con la simetria conforme, i.e. Anti-de Sitter, de Sitter y Minkowski.



Capitulo 6

Mezcla de la Gravitacion y el
Electromagnetismo

En este Capitulo presentamos un marco simple no trivial capaz de dar
cuenta de la mezcla de la gravitacion y el electromagnetismo, sirviendo asi-
mismo como una via abierta para considerar la mezcla con el resto de interac-
ciones fundamentales. En nuestra formulaciéon haremos uso de dos nociones
fisicas importantes, a saber: el principio de invariancia gauge y el concep-
to de extension central de un grupo (en particular se considera la extensién
central, P, del grupo de Poincaré, P, por U(1)). Por un lado, la invariancia
gauge es la clave para la formulacién de las interacciones y es un requisito
que ayuda a garantizar la renormalizabilidad de la teoria. Ademds, recor-
damos que uno de los intereses originales de la descripcion de la gravedad
como una teoria gauge es precisamente la posibilidad de su unificaciéon con
el resto de interacciones. Por otra parte, la motivacion para considerar un
grupo centralmente extendido estd basada en la relevancia de esta nociéon
en algunas areas de la Fisica, especialmente en la teoria cudntica (también
en Mecdnica Clésica en la versién de Hamilton-Jacobi). De hecho, grupos
espacio-temporales tradicionales como el de Galileo o Poincaré sélo dejan
semi-invariante los Lagrangianos de las correspondientes particulas libres, y
se requiere una extension central para lograr la invariancia estricta. Es bien
conocido también que la ecuacién de Schrédinger para la particula libre no
es invariante bajo el grupo de Galileo G aunque si lo es bajo el grupo de
Galileo centralmente extendido, é(m). Analogamente, se puede considerar la
simetria espacio-temporal de la particula cuantica relativista, que viene ca-
racterizada por el conmutador de los boosts y las translaciones modificado

81
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con el generador central = asociado con U(1), i.e.
i i1 0=
K P = o (CPO 4 :) . (6.1)

con \ = m. En este caso, se ha elegido un cuadri-vector particular A\ de
la érbita A2 = m? en el espacio de momentos. En el limite no relativista
este conmutador conduce a los conmutadores bésicos del grupo de Galileo
centralmente extendido, @(m).

6.1. Extensiones centrales de grupos

En primer lugar hay que definir qué se entiende por extension de un grupo
por otro grupo y luego matizar el significado de extension central. Como su
nombre indica, la idea de extender un grupo G por otro grupo H tiene como
fin anadir nuevos pardametros a G respetando la estructura de grupo, y se
define como sigue:

G es una extension de G por H, st H es un subgrupo normal invariante
de G y se cumple que G = G/H.

Nétese que H es un subgrupo de G, pero, en general, G no lo es'.

Se dice que la extension de G por H es central si H es un grupo Abeliano
y estd contenido en el centro de G, y por tanto, los elementos de H conmutan
con cualquier elemento de G.

Un ejemplo particularmente importante de extensiones centrales, y al que
nos circunscribiremos en esta memoria, son aquéllas en las que el grupo de
partida G se extiende por el grupo U(1) de invariancia de fase de la Mecanica
Cudntica. Este caso particular de extensiones centrales de grupos de Lie (cuya
clasificacion fue realizada por Bargmann [86]) es muy importante desde el
punto de vista fisico. De hecho, se sabe que el problema de la clasificacion
de todas las posibles representaciones proyectivas unitarias de un grupo (que
son las representaciones relevantes en Mecénica Cudntica) es equivalente al
problema de la clasificacién de las extensiones centrales de un grupo por
U(1).

En el contexto de la teoria de fibrados, el grupo centralmente extendido
G tiene estructura de fibrado principal con grupo estructural U (1) y variedad

'En términos del 4lgebra, los conmutadores de los generadores de G' no cierran en
general.



6.1. EXTENSIONES CENTRALES DE GRUPOS 83

base el grupo G, cumpliéndose?
G=G/UQ). (6.2)

Si trabajamos a nivel infinitesimal, dada el algebra G de GG caracterizada por
las relaciones de conmutacion

(X, X)) = C,

a

DX () (6.3)

la nueva algebra Q~ de G se define modificando los conmutadores anteriores
introduciendo un nuevo generador central (i.e. que conmuta con el resto de
generadores) X asociado al pardmetro ¢ de U(1) y unos nuevos parametros
constantes o llamados cargas centrales:

X Xw)] = C%Xo) + aaXc (6.4)

a

{XC;X(a)] =0 ,VX(a) egqg. (6.5)

Los términos oy se identifican con la constante de estructura C’acb y, por
tanto, deben satisfacer la relacién de Jacobi:

C,%Ca% + Cy%C4% + C%Cy% =0 . (6.6)

A modo de observacion, puede ocurrir que un grupo pueda verse como

la extensiéon por U(1) de una variedad que no tenga estructura de grupo.

Por ejemplo, el grupo semisimple SU(2) es la extensiéon (no central) por

U(1) de la esfera S?, que no es grupo, y, en este caso, es la variedad base
(S? = SU(2)/U(1)) del fibrado principal.

6.1.1. Cociclos

Mediante la nocién de cociclo se puede obtener la ley de grupo de la
extensién central, G, de G por U(1), respetando la ley de grupo de G pero
modificando la ley de grupo de U(1). Dada la ley de composicién® ¢’ = ¢’ x ¢
de los pardmetros de grupo de G, la ley de grupo de G se define como:

i

9" = g'xg
¢" = (CAd.9), (6.7)
2En general, para un fibrado principal 7 : P — M con grupo estructural G, la variedad

base estd dada por el cociente P/G = M.
3Por simplicidad tipografica se puede escribir ¢" = ¢’g.
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que en funcién de los llamados exponentes locales [86], ¢ = €%, A(g,g) =

e®(9"9) s escribe:
" — g/ * g

¢" = (G (o " = ¢+ ot E(d9) . (6.8)

donde la fase £ es una aplicacion £ : G x G — R que satisface las propiedades
de 2-cociclo:

£9",9)+€d"d,9) = &9, 99)+£&(d9) (6.9)
fle,g) = 0=¢(de), (6.10)

donde e es el elemento neutro del grupo.
Ciertos cociclos &, llamados cobordes tienen la forma especial:

(g, 9) =n(g'9) —n(g") —nlg) (6.11)

donde 7 recibe el nombre de funcion generatriz. Los cobordes son también
denominados cociclos triviales, pues mediante el cambio de variables

g =9 (6.12)

¢ e ¢ (6.13)
se deshace la extensién central:

J" = 0§ (6.14)

" = (¢ (6.15)

Se sabe, sin embargo, que los cociclos triviales pueden clasificarse en dos tipos
diferentes segtn la estructura de sus funciones generatrices [87]. Al primer
tipo pertenecen los cobordes que conducen a curvatura nula sobre el grupo y
que, por tanto, son realmente triviales desde el punto de vista fisico. El segun-
do tipo se corresponde con aquellos cobordes cuya conexién sobre el grupo
tiene curvatura no trivial y, en consecuencia, son cobordes fisicamente rele-
vantes. Estos cobordes reciben el nombre de pseudo-cociclos y sus extensio-
nes centrales asociadas se llaman pseudo-extensiones. Un ejemplo de pseudo-
extension es el caso de la extensién central del grupo de Poincaré por U(1). La
caracterizacion de las clases de pseudo-extensiones asociadas con estructuras
simplécticas no equivalentes da lugar a la nocion de pseudo-cohomologia. Pa-
ra un estudio detallado de las pseudo-extensiones y el papel que desempenan
en la teoria de representaciones se puede consultar la referencia [88] asi como
la bibliografia alli citada. El rasgo mas importante de las pseudo-extensiones
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es que de ellas se puede derivar estructuras simplécticas no triviales y su
correspondiente dindmica [89,90]. De hecho, la pseudo-cohomologia resulta
fundamental para dotar de dindmica a grupos con cohomologia trivial, como
es el caso de los grupos semisimples o del grupo de Poincaré. También re-
sulta ser una pieza clave para la formulacion de la dindmica en grupos de
dimensién infinita como Dif f(S') y otros grupos de difeomorfismos. Otro
escenario que involucra de modo crucial el papel de los pseudocociclos es la
construccién explicita del exponente local asociado con cociclos de dlgebras
de Lie de los correspondientes grupos de Kac-Moody [90,91]. En cualquier
caso, el contexto donde la necesidad y relevancia de la pseudocohomologia es
mds patente es la llamada Cuantizacién sobre Grupos (CSG).

6.2. Grupo de Poincaré centralmente exten-
dido por U(1)

El objetivo de este Capitulo es la construcciéon de un modelo de mezcla
entre la gravedad y el electromagnetismo basado en la teoria gauge de la
extensién central, P, del grupo de Poincaré por U(1). El indice de grupo (a)
corre sobre los indices de translaciones (p1), de Lorentz (vo) y de U(1) (®). El
conmutador de los generadores de los subgrupos de Lorentz y translaciones
se modifica en la forma

(M, Bp] = 0pPpu — ”up‘ﬁv — (AuThp — Al = = C. plﬁg + Cw(/b e ,(6.16)
con
C;uc/b p = >\1/77up - )‘unup ) (617)

donde E es el generador de U(1) y A, es un vector de la codlgebra de Poin-
caré perteneciente a una cierta érbita coadjunta, y, como indicaremos des-
pués, esta relacionado con la constante de acoplamiento de la mezcla.
Desde el punto de vista matemético, el grupo P es una extensién central
trivial del grupo de Poincaré por U(1). De hecho, realizando el cambio

P,— P, =P, + )2 (6.18)

es claro que P es equivalente al producto directo P @ U (1). Por lo tanto, el
cociclo asociado es un coborde y, mas concretamente, es de hecho un pseudo-
cociclo.
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Como veremos en la siguiente seccién, el grupo P estd asociado con una
simetria gauge que, en particular, genera una curvatura electromagnética ge-
neralizada no trivial asociada con el indice de grupo de U(1) que contiene
términos de origen puramente gravitatorio, generando asi la correspondiente
mezcla de electro-gravedad.

6.3. Teoria gauge de P

Procediendo de acuerdo con la teoria general desarrollada en el Capitulo 4,
el Lagrangiano para los campos compensadores libres deberia ser una funcion
general de 79, y las curvaturas generalizadas:

F) = kokoF (6.19)

wvtop o
donde

1

F9 =A@ _ Al _ 5617;(,49/1;6) — AV A©) (6.20)

ap a.p p,0

Aqui, el indice (a) corre sobre todo el grupo P y C, % denota sus constantes de
estructura. Debido a la pseudoextension central, hay que destacar la presencia
de la constante de acoplamiento de mezcla, x, a través de la constante CH‘I’(7 )
en la curvatura generalizada ‘7:153)) asociada al grupo U(1). Sin pérdida de

generalidad se puede seleccionar una cierta direccién para A,
Ay = =K, (6.21)

de donde se sigue
> _ 0 0
Cu op — _H<77p,u§g - na,udp) . (622)
Con objeto de construir una teoria de electro-gravedad del modo mas econémi-
co, y teniendo en cuenta los resultados de la teoria gauge del grupo de Poin-
caré, basta considerar la curvatura generalizada Lorentziana y la de U(1).
Sus expresiones respectivas son:

FOr = AG0) _ AQe) (A(AG)A(UP) — A(/\G)A(ap))
o ) v v 9

w T8% v, K

1
PO 4@ _ q@) _ SO AD AW _ A A©00))

uv W,V v, 1] 14 v
= Afj’l} — Agﬁj + mij(AfﬁA(fi) - A(j)AMOi)) : (6.23)
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donde 7;; es la métrica de Minkowski y los indices latinos 7, j corren desde
1 hasta 3. Asimismo, se establece la relacién estandar entre los potenciales
translaciones y las tétradas Al(f) =0, —q,.

A diferencia de la formulacion de la teoria de Einstein-Maxwell, que en el
marco de las teorias gauge se puede asociar con el producto directo del grupo
de Poincaré y de U(1), en nuestra presente construccion, el potencial gauge
Al(jb) asociado con U (1) no se puede identificar con el campo electromagnético
estandar ASZ“) en presencia de un campo gravitatorio, sino que, mas bien,
AL‘I’) debe contenerlo a orden cero en la constante de acoplamiento k para

poder dar cuenta del limite de la teorfa sin mezcla?, i.e.
(®) __ A(elec) (grav)
A=A+ kB (6.24)

En esta expresion Bfﬂ’”‘“’) es una contribucién “electromagnética” de origen
puramente gravitatorio (ndtese que Bfﬂmv) debe ser una funcién de los po-
tenciales gravitacionales). La teoria se puede construir trabajando a primer
orden en k, lo cual es, de hecho, una buena aproximacion al problema de
la mezcla de electro-gravedad debido al pequeno valor de la constante de
acoplamiento k. Seria razonable esperar que |kq| < Melectron Y, POT tanto, k
resultarfa ser del orden de < 6 x 107'2 Kg/C [42]. El méximo valor supuesto
para k se corresponderia con la relacion carga-masa del electrén. En este
caso, el contenido fisico del médulo de A, serfa esencialmente el cociente de
las constantes de acoplamiento gravitacional y electromagnética. Este es un
rasgo caracteristico de las teorias gauge de unificacién, por ejemplo, en la
teoria electro-débil la tangente del angulo de Weinberg da precisamente la
relacién entre las constantes de acoplamiento del isospin y de la hipercarga.
Entonces, en virtud de (6.24) la curvatura asociada con U(1) se puede
descomponer en dos pedazos: la curvatura electromagnética usual en un cam-
po gravitatorio F/ ,Sf;lec) mas una contribucién construida con los potenciales
gravitacionales F lggm), i. e.
F®) = Flee) + gFlgrey) (6.25)
con
F;Eze/leC) _ Aff,i/e(:) . Al(fLeC)v

Fge) = BE™) — B 4y (ADAD) — ADAPY) . (6.26)

py BV p

Nos gustaria poner énfasis en que el campo B/(ﬂm’”) podria ser responsable
de algun tipo de fuerza electromagnética asociada con sistemas muy masivos

4Esto es compatible con la modificacién que produce C_®  en la ley de transformacién

op m
de AE:I)).
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en rotacion, ya que Ag)i) estd relacionado de algiin modo con fuerzas de tipo
Coriolis®. Desde 1947, en base a los datos astrofisicos, se tienen indicios de un
fenémeno analogo, al menos desde el punto de vista cualitativo, denominado
Efecto Blackett o magnetismo gravitacional, que consiste en la generacion de
campos magnéticos a partir de objetos eléctricamente neutros en rotacion.
Las mediciones efectuadas conciernen a planetas del Sistema Solar (donde
se incluye Mercurio a pesar de su pequenio tamano y su baja velocidad),
al Sol y otras estrellas como, por ejemplo, 78-Virginis e incluso pulsares
y el campo magnético galactico. Sin embargo, la medicién de este efecto
en el laboratorio depende de la habilidad para medir campos magnéticos
extremadamente débiles asi como para lograr el aislamiento de los mismos
de otros campos magnéticos. Por lo tanto, la solucion de estas dificultades
requiere el desarrollo de unas técnicas de laboratorio més sofisticadas. Una
presentacion general sobre el magnetismo gravitacional se puede consultar
en [93] y en las referencias alli dadas. Hay que subrayar que el Efecto Blackett
no tiene nada que ver con el llamado campo gravitomagnético, que no es
un campo magnético sino el campo gravitatorio que surge al escribir las
ecuaciones de la Relatividad General en la forma de ecuaciones vectoriales
analogas a las de Maxwell. Dicho campo gravitomagnético es responsable del
bien conocido Efecto Lense-Thirring (o de “frame dragging”) producido por
la materia en movimiento, y en particular, por la cuerpos (e.g. lentes) en
rotacién [94].

En nuestro modelo la teoria electro-gravitacional mas simple viene ca-
racterizada por la siguiente densidad Lagrangiana invariante gauge para los
campos compensadores libres:

1
Ly = 4A]—" ) F( @ 1 AJ’E‘“’
1 o v [o3] o V)
= —A gPED ) + AkukﬁFJ’; : (6.27)

donde F(®m = .7:((1’)77”“17”” 7P = kJkbn" and A = det(q;;)
Las ecuaciones de Euler-Lagrange para los campos &, A("p y A;(f’), hasta
primer orden en la constante de mezcla k, rezan respectlvamente:

A(Fle

vo

5“3“’") = —TrES (6.28)
A(kg‘T"pa—k;‘Teg KT, + Kbk — Kk A, (6.29)

5Nétese que los potenciales de Lorentz ALOi) se pueden relacionar con las componentes
I'o0- Ty, Iy, de los simbolos de Christoffel, las cuales producen una fuerza de tipo Coriolis
sobre una particula en un campo gravitatorio constante [92].



6.3. TEORIA GAUGE DE P 89

14 14 9
— (ktky + kRN AC ) = 281
d

dz°

— (AF@®wey = (6.30)

donde se han introducido las notaciones:

T = 820 (- 1 JAFLD) FOW) - ele) . ppmens) (6 31)

voﬂ(elec) — A u ]_-/\elec F(elec)nd — A fgelec F(elec)uA 7 (6.32)

Jrulmencta) = } A L ]__ (clec) 7(grav)A0 _ p ¢ }—éiraﬂ Flelec)u (6.33)
_ A 0 {160 leaud _ p lelecin, pitgr 409

= - 8A&Ef’”) (- ; A;ﬁ«f) FOm) (6.34)

K elec T T %
= §A7:(1 )M(kxk'g - kﬁtke)ngnz‘pA(T) )

junto con T* y = qf (kb kj — kg k]), Al o = = n,,Ape) y F(®rv F[E:\b)g"’“g”.
Obsérvese que en el limite kK — 0 las ecuaciones previas reproducen las
de la teoria gauge del producto directo del grupo de Poincaré por U(1),
recuperando pues la teoria de Einstein-Maxwell.
Las ecuaciones (6.28) y (6.29), en términos de los tensores de curvatura
y torsion de la geometria subyacente, se escriben en la forma:

1 .
A(R,uz/ - ig,uuR> = —QZUpa’];p 5 (635)

A = Qqu’V’S’(’\Up)—(S’\qpqupeT (5)‘qqu5(97 . (6.36)

g

El segundo miembro de la ecuacién (6.35) se descompone en dos suman-
dos, de modo que el tensor energia-momento del campo electromagnético
—anpU’j:,p(elec) de la teoria estandar de Einstein-Maxwell en el vacio apare-
ce corregido con el término nuevo de mezcla —mqﬁnpgf,p(me”l“). Ademas, la
ecuacion para la torsion deja de ser trivial, lo cual indica que en el problema
de la unificacion de la gravitacion y el resto de interacciones fundamentales
es plausible que la torsiéon deba ser tomada debidamente en consideracion.

6.3.1. Geodésicas con términos de mezcla

Como aplicacién simple, a continuacién estudiamos los efectos del modelo
propuesto de mezcla de electrogravedad en la trayectoria en el espacio-tiempo
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, . . . o _ m
de una particula libre sin spin de masa m, momento p,(= mu, = m7*) y
carga e. De acuerdo con el Principio de Acoplamiento Minimo generalizado,

el Lagrangiano

1
= —pupnt” (6.37)

L articula
P 2m

debe ser reemplazado por el Lagrangiano modificado

~

1
‘Cparticula = §muNqum/ - GUMA(EZW)VQMV - /{euuB(gmv)qu ) (638)

donde se ha hecho la sustitucién®

pu — ki(p, — eA®) = K(p, — eAl"™) — keBI™™)) . (6.39)

Notese que se ha eliminado el término %A(q’)"A(@)”guy " que, por cierto, no
aparece cuando se trabaja directamente con la forma de Poincaré-Cartan en
lugar de con el Lagrangiano.

En cuanto a los campos compensadores, también consideramos su dinami-
ca asociada a la densidad Lagrangiana (6.27). Con respecto a la interaccién
entre una particula y un campo, en general, es necesario distinguir entre las
coordenadas y° donde los campos estan evaluados y las coordenadas para la
particula, que denotaremos por z?. En Eparticula los campos estan evaluados
en la posicién de la particula, donde ocurre la interaccion, pero en Lg los
campos son evaluados en los puntos y?. Hecha esta observacién, la ecuacién

8'cparticula _ i 8L"particula
oz dr ou®

una particula en presencia de un campo gravitatorio y electromagnético pero
corregida por una fuerza de “tipo Lorentz”, proporcional a ke, generada por
los potenciales gravitatorios, i.e.

de la particula, > = 0 da lugar a la ecuacién usual de

oo = T e (o) plore) - (6.40)
donde hemos usado que
7% 1 _ 1 B, v 1 7%
WU (~Guow + 59wo) = — U U (G + Guow) + U U G (6-41)
= —u“u”FLﬁ;C) :

6Si la particula tuviera spin, en la sustitucién minima habria que introducir los poten-
ciales gravitacionales de Lorentz

"Recordamos que, ya de por si, en la formulacién estindar de la fuerza de Lorentz
en un campo gravitatorio (sin mezcla) el Lagrangiano de interaccién L;,:, entre otros
requisitos, debe ser lineal en la carga de la particula y en el potencial electromagnético
para garantizar la invariancia Lorentz de «yL;,; (con v = (1— (%)2)_%) como consecuencia
del requerimiento de la invariancia Lorentz de la integral de accién escrita en funcién del
tiempo propio 7 [95].
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con Fff,;c) = F"g;,_c) 9po = 3(Gvop + Guow — Guve), siendo Fpg;—(?) la conexién

. . . . ’ . o v 8
de Levi-Civita asociada con la métrica g, = q,q,M-

6.4. Observaciones

La mezcla de gravedad y electromagnetismo propuesta se puede genera-
lizar al resto de interacciones considerando el grupo U(1) como subgrupo de
SU(2) @ U(1), SU(5) u otro grupo de “gran unificacién”, y esto conllevaria
a su vez toda una fenomenologia adicional. Por ejemplo, en el caso de con-
siderar la invariancia de fase en SU(2) ® U(1), seria posible generar bosones
vectoriales mediadores de la interaccion electrodebil a partir de gravitones.
Debemos remarcar que, en cualquier caso, no nos referimos a una nueva fuer-
za sino a una mezcla de interacciones, de modo que el nimero de grados de
libertad es el mismo que en el caso limite k — 0.

Existe la posibilidad de considerar un modelo extra de mezcla de la gravi-
tacion y el resto de interacciones cuya simetria esta asociada con el producto
semidirecto del grupo de difeomorfismos del espacio-tiempo y el grupo de
gauge, Dif f(M) ®s G(M). No obstante, esta mezcla resultaria ser menos
drastica desde el punto de vista fenomenolégico que la presentada en este
Capitulo. Asi, por ejemplo, la accién semi-directa Dif f(M)®g U(1)(M) del
grupo de difeomorfismos sobre el grupo de gauge electromagnético U(1)(M)
darfa cuenta de digramas en los que fotones y gravitones generan gravitones.
En otras palabras, esta mezcla de electrogravedad se traduciria en una mo-
dificaciéon nueva de la relacién de dispersion entre gravitones y fotones. Sin
embargo, en el contexto de la mezcla asociada a la teoria gauge de la exten-
sién central del grupo de Poincaré por U(1), tienen cabida diagramas en los
que dos gravitones dan lugar a un fotén. Por tanto, en tal caso, seria esperable
la produccién de fotones en ausencia de fuentes cargadas electricamente.

Dado que el esquema de la mezcla propuesta en este Capitulo ha sido
formulado sobre la nocién de simetria, resulta plausible la tentativa de es-
tudiar el problema de la cuantizacion de la teoria de acuerdo con el método

8Como ya se comentd, el estudio del problema de la mezcla basado en la pseudoex-
tension central del grupo Poincaré fue primeramente estudiado no en la teoria de campos
sino en el contexto de la mecanica de una particula. En tal caso, considerando el limi-
te no relativista (¢ — o0) sobre el grupo de Poincaré (formulado como una contraccién
del 4lgebra de Lie de tipo Inonu-Wigner [96]) se obtienen términos adicionales andlogos
v)

a los de la ecuacién (6.40), en los que la forma explicita del campo BLQM resulta ser
B® = —1h? , B'=—1ih", con h' = ¢g°" — n%. No obstante, la comparacién no deja de
ser "vaga” puesto que el contexto de la teoria aqui presentada es diferente al del trabajo

citado.
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de la Cuantizacién sobre Grupos (CSG). En el marco de la CSG, la cuanti-
zacion de la gravedad se podria abordar restringiéndonos a un subgrupo del
supuesto grupo de simetria de la gravedad. Asi pues, usando este subgrupo
para parametrizar la correspondiente subvariedad de soluciones (por ejem-
plo, una solucién de tipo Schwarzschild) se podria tratar de describir la teoria
con un numero menor de pardmetros (hasta incluso finito) en un contexto
no-perturbativo, eludiendo, por tanto, los usuales problemas de renormaliza-

bilidad.



Capitulo 7

Dotacion de dinamica al grupo
de gauge

En este Capitulo se extiende la teoria clésica estandar de Utiyama con el
fin de afrontar la cuestion de un posible mecanismo dinamico de generacion de
masa en la teoria gauge. Se presenta una formulaciéon Lagrangiana covariante
inspirada en un intento previo [97,98] en el contexto de la teoria cudntica
de campos gauge masivos abelianos y no abelianos dentro del esquema de
la. Cuantizacion Sobre Grupos (CSG), formalismo en el que emerge de modo
natural un mecanismo cohomoldgico de generacién de masa para los bosones
vectoriales. Por simplicidad y por el interés fisico solo consideraremos el caso
de grupos rigidos GG unitarios.

La implementacion de las nociones de la teoria gauge estandar en el con-
texto de la CSG conduce de manera natural a la consideracién de los parame-
tros del grupo de gauge como campos dindmicos. En este proceso surgen
ciertas diferencias con respecto al tratamiento estdndar. En particular, la
interpretacion de los potenciales gauge como conexiones principales es adap-
tada de modo sutil al nuevo formalismo. Asimismo el significado del término
gauge debe ser también especificado!.

I Adicionalmente se recuerda que la interpretacién de las transformaciones gauge en
mecénica cudntica requiere ciertamente un tratamiento cuidadoso (véase, por ejemplo,

[99]).
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7.1. Cuantizacién Sobre Grupos de teorias gau-
ge

7.1.1. Breve descripcion de la CSG

Introduccién

El método de la Cuantizacién Sobre Grupos (CSG) hace uso de las nocio-
nes de la Cuantizacion Geométrica y de la Mecanica Simpléctica sobre Orbi-
tas Coadjuntas.?

Por un lado, la Cuantizacién Geométrica (CG) surge como una mejora de
la Cuantizacién Candnica y su construccién se apoya sobre todo un conjunto
de conceptos geométricos bien definidos. En esencia, el esquema de la CG se
realiza en dos pasos: la precuantizacion y la cuantizacion.

En primer lugar, la precuantizacion (que se corresponde con la cuantiza-
cién de Bohr-Sommerfeld) consiste en la construccién de una representacion
fiel unitaria del algebra de Lie de los observables clasicos. En este proceso es
necesario extender el espacio de las fases con un nuevo parametro directa-
mente relacionado con la invariancia de fase de la Mecanica Cuéantica y, en
consecuencia, surge la nocién de variedad cudntica®.

Posteriormente, se realiza la cuantizacion, esto es, se imponen las condi-
ciones de polarizacion que proporcionan la irreducibilidad de la representa-
cién previamente construida.

Por otra parte, la accién coadjunta de un grupo sobre su codlgebra permi-
te de modo natural la construccion de variedades simplécticas sobre las que
se puede formular la dinamica Hamiltoniana. Por tanto, en estos sistemas
los grados de libertad fisicos estdn completamente caracterizados por una
estructura de simetria. El punto clave es que ciertas nociones cohomolégicas
permiten clasificar no sélo dichos espacios simplécticos sino también las ex-
tensiones centrales de grupos de Lie, por lo que su relevancia en el dmbito
de la cuantizacién es patente.

En la Cuantizacion Sobre Grupos se funden las dos disciplinas anterio-
res. Asi pues, en el contexto de la CSG una teoria cuantica consiste en la
construccion de una representacion unitaria e irreducible del dlgebra de Lie

2El contenido de este apartado estd basado esencialmente en el material de [100].

3Una variedad cuantica (7 : Q — M , U(1) ; ©), se define como un fibrado principal
m:@Q — M con grupo estructural U(1) y dotado con una 1-forma de conexién ©, tal que
la 2-forma de curvatura €2 = d© define sobre la base M una estructura simpléctica.
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de los observables fisicos que determinan la simetria fundamental del sistema
considerado. Es un rasgo fundamental de esta técnica el hecho de que tanto
los grados de libertad fisicos como los generadores de la evolucién dinami-
ca son determinados mediante la cohomologia de grupos, esto es, los grados
de libertad no son fijados desde un principio sino que son determinados de
modo dindmico por la simetria. Este contexto ademas presenta la particu-
laridad de que, como ya se comento, existen cociclos triviales, denominados
pseudo-cociclos, que contienen informacion dinamica. Hay que resaltar que
en el tratamiento de la CSG también es de especial importancia la revision
de conceptos tradicionales como las nociones de anomalia y simetria gauge.
A pesar de no ser un procedimiento estandar, resulta evidente la riqueza de
la CSG.

Fundamentos basicos de la CSG

El punto de partida es la construccién del grupo de cuantizacion, G, un
grupo de Lie centralmente extendido por U(1) que contiene toda la informa-
cién fisica del sistema y que generaliza la nocién de variedad cudntica de la
Cuantizacion Geométrica. A continuacién se introduce la 1-forma de cuan-
tizacion ©, que es una 1-forma sobre el fibrado principal G (con base Gy
grupo estructural U(1)) con valores en el dlgebra de Lie de U(1) y generaliza
la conexion de las variedades cuanticas en la Cuantizaciéon Geométrica o la
1-forma de Poincaré-Cartan en la dinamica dependiente del tiempo.

Es conveniente introducir las nociones de campos de vectores y 1-formas
en un grupo de Lie. Dada una ley de grupo ¢"® = ¢ %(¢"*, ¢°) para los pardme-
tros de un grupo de Lie G, la expresién local de los campos de vectores
invariantes por la izquierda se escribe como

_09"(d,9) O _ vy 9

X(La) (9) g |g’=g,g:eaigb = A(q) (9)879;) . (7.1)
Por su parte, los campos de vectores invariantes por la derecha rezan
99" (9',9) 0 0
XE = 2 DI = X ) — . 7.2
(a) (g) ag’“ |g =e,9=9g agb (a) <g> 891, ( )

Las formas duales de estos campos de vectores satisfacen las propiedades
01 (XE) =6, 07X =6y (7.3)

En nuestra discusion es fundamental el hecho de que tanto el conjunto de
campos invariantes por la izquierda como los invariantes por la derecha cons-
tituyen una base del algebra de Lie G de GG. Se cumplen las siguientes rela-
ciones de conmutacion:

[X{ay Xip) = Ca%sX(ay » Xy, X)) = —CasX(@y » [Xia), Xp) =0 (7:4)

a
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Estas expresiones se pueden particularizar para G, lo que permite introdu-
cir de modo preciso la 1-forma de cuantizacién © como la forma izquierda
canénica asociada al pardametro ¢ de U(1), © = %9, De modo que O resulta
ser la forma dual al generador central = :

O(X{) =0,06(E)=1. (7.5)

Las funciones de onda se definen sobre G y deben satisfacer la condicién
de U(1)-funcién:

V(Cg) = C¥(g) , (7.6)

o equivalentemente, a nivel infinitesimal,
=V =4V, (7.7)

donde ( es la variable correspondiente al término central y = denota al ge-
nerador de la accién de U(1) sobre G. De acuerdo con esta construccién
las funciones de onda dependen de las variables 2’ y p; que parametrizan
la variedad simpléctica (o espacio de las fases), de la variable ¢ y de las
variables desprovistas de dinamica, que parametrizan el mdédulo caracteristi-
co Gg. Nétese que Gg esta generado por los campos de vectores izquierdos
que pertenecen simultdneamente al nicleo de la 1-forma de cuantizacién y
su diferencial, Ker(©) N Ker(d©). Es obvio que debido a (7.5) el generador
central = queda excluido del modulo caracteristico. Por otra parte, teniendo
en cuenta las ecuaciones de Maurer-Cartan d® = dOX¢) = C. ¢, §2(®) A gL,
se sigue que la inclusién de Gg en Ker(dO) elimina del médulo caracteristi-
co a aquellos generadores que tienen variables conjugadas. En la practica,
en los conmutadores de los campos que generan Gg no habra términos que
involucren al generador = de U(1).

Sin embargo, las funciones de onda deben depender sélo de la mitad de
las variables que parametrizan el espacio de las fases, esto es, deben ser fun-
cién sélo de las 2’s o sélo de las p’s o de una mezcla de ellas. Por tanto, hay
que imponer condiciones, denominadas polarizaciones, sobre las funciones de
onda para eliminar la dependencia que no nos interesa. Estas condiciones
deben ser compatibles con la accién de los operadores fisicos y es uno de los
incovenientes basicos en la Cuantizacion Geométrica. En la CSG por conven-
cion se elige el algebra derecha para representar los operadores fisicos y, en
consecuencia, podemos usar los campos invariantes izquierdos para construir
la polarizacién, lo cual es una ventaja proveniente del hecho de trabajar so-
bre un grupo. En la préactica, una polarizacion P es un conjunto de campos
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invariantes izquierdos que imponen un conjunto de ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales como condiciones sobre las funciones de onda:

L _ L
Xto=0,vX} eP. (7.8)

En general, una polarizacién (de primer orden) estd formada por los cam-
pos izquierdos del médulo caracteristico y la mitad de los simplécticos en su
version izquierda, excluyendo al generador central = y, ademés, todos estos
campos deben cerrar algebra. Si la polarizacién contiene a todo el médulo ca-
racteristico recibe el nombre de polarizacién regular o completa, aunque esto
no siempre es posible. Se dice que la polarizacién es simpléctica o lagrangiana
cuando contiene a uno de los generadores de todos y cada uno de los pares
conjugados. Hay que senalar que distintas polarizaciones, en general, con-
ducen a representaciones no equivalentes, y, por tanto, a sistemas cuanticos
diferentes.

La comprobacién de la irreducibilidad de la representacién obtenida se
debe realizar a posteriori, a menudo, mediante la imposicién de condicio-
nes de polarizacion de orden superior, esto es, polarizaciones que involucran
operadores diferenciales de orden superior presentes en el algebra envolvente
de la version izquierda del dlgebra de Lie. En general, la existencia de una
polarizacién de orden superior sélo ocurre para determinados valores de las
extensiones centrales que caracterizan a la representacion.

El concepto de polarizaciéon de orden superior permite enlazar con la
nociéon de anomalia. En la teoria estandar, se habla de anomalia cuando una
cierta simetria de un sistema clasico no se realiza o bien se deforma a nivel
cuantico. En el formalismo de la CSG se dice que un grupo es anomalo si no
admite una polarizacion completa de primer orden. En tal caso, algunos de los
generadores clasicos no simplécticos se comportan como grados de libertad
a nivel cuantico. No obstante, se puede realizar una reduccion recurriendo
a polarizaciones de orden superior que estan asociadas con ciertos valores
criticos (o cudnticos) de las extensiones centrales. Este punto se puede explo-
tar para obtener nuevos grados de libertad de simetrias que en un principio
carecen de contenido dindmico. Concretamente, en el caso de la gravedad
la invariancia bajo difeomorfismos, tradicionalmente considerada como una
simetria gauge (a nivel cldsico), puede someterse al argumento previo para
obtener aspectos relevantes de la fisica gravitacional cudntica [100].

7.1.2. Aplicacién de la CSG a la teoria gauge

En la formulacion estandar de las teorias gauge es necesario introducir
los campos compensadores o gauge Al(f) aunque la descripciéon resultante es
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redundante en el sentido de que no todas las variables AL“) tienen contenido
fisico. Dos componentes A;f“) y Al(f) satisfaciendo la relacién de equivalencia

A@ A & AW = UADUT L U9, U U e GM) (7.9)

son equivalentes desde el punto de vista fisico. Al tomar cociente por esta
relacion de equivalencia se eliminan los grados de libertad esptreos y se
obtiene el espacio de soluciones del sistema, parametrizado por los grados de
libertad fisicos.

El estudio de las teorias gauge en el marco de la CSG requiere la in-
corporacién del grupo de gauge G(M) en el grupo centralmente extendido
total, el grupo de cuantizacion G, que contiene la informacién fisica. En este
contexto sera la propia estructura grupo-tedrica, asi como sus extensiones,
la que determinara el contenido dindmico de los grados de libertad invo-
lucrados. El aspecto fundamental, como veremos, es que la adquisicion de
caracter dinamico por parte de los parametros del grupo de gauge produce
una transferencia entre los grados de libertad fisicos y los grados de liber-
tad gauge. Una ventaja adicional del tratamiento de las teorias gauge en la
CSG es la posibilidad de estudiar en un mismo modelo distintos sistemas
parametrizados por los valores de las constantes de extensién central.

Como ya hemos indicado, el estudio de las teorias gauge en el marco de
la CSG se ha llevado a cabo en los trabajos [97,98]. En [97] se estudia el caso
abeliano, consiguiendo reproducir la dindamica del campo electromagnético y
de Proca de modo unificado y en [98] se presenta el caso no abeliano corres-
pondiente a una teoria de tipo Yang-Mills. En este apartado resumimos, sin
entrar en detalles minuciosos, los principales resultados de dichas referencias.
La idea clave a la hora de construir el grupo de cuantizacion consiste en em-
plear el parametro central de la extensién para modificar la accion del grupo
sobre los campos Al(f‘). Mas concretamente, se elimina la parte no tensorial
de la accién de G(M) sobre Al(f) a cambio de introducir un cociclo en la ley
de grupo del parametro central en el grupo extendido:

Ulx) — Ulx)U(x),
Ay(z) — U@A,(2)U (), (7.10)
¢ — geiﬁ(g’,g)'

donde A, = AL“)X (@) (X(q) base del dlgebra de Lie G) y
§(9.9) = [ doy(2) (g lg)(x) (7.11)

siendo J*(¢'|g)(z) una corriente (simpléctica) conservada 9,J"(¢'|g)(z) = 0
sobre las soluciones, cuya forma explicita se puede consultar en las referencias
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mencionadas, y £(¢’, g) constituye un 2-cociclo del producto semidirecto de
grupos G(M)®;G 4, donde G 4 es el espacio con estructura de grupo abeliano
de los potenciales A/(f)

A partir de la accién (7.10) se puede construir la ley de composicién del
grupo de cuantizacién de Yang-Mills, Gy, dada por [98]

U'(x) = U'(x)U(x)
A'(X) = AX)+U(2)A(x)U Y(z) (7.12)
E'(z) = E'(x)+U'(z)E(x)U '(z)

C” _ C’cé&(a’:ﬂ))

donde los pardmetros E ~ A y el cociclo & (¢, g) se puede escribir como suma
de tres cociclos

£(g9) =6(d9) +&(d,9) +&(d,9) . (7.13)

que contienen la informacién relevante sobre el contenido dindmico de la
teoria, asi como la caracterizacién de transformacién gauge en el formalismo
de la CSG. El cociclo & (¢, g) confiere caracter de par conjugado a A(z) y
E(x)(~ A(x)), &(¢',g) acopla los potenciales vectores con los parametros
del grupo de gauge y &3(¢’, g) sélo involucra a los pardmetros del grupo de
gauge.

El grupo de cuantizacién Gy se puede ver como la extensién no central
del grupo G 4 por la extension central G(M ) del grupo de gauge. Por tanto,
Gy tiene estructura de fibrado principal con grupo estructural Gy y base
G 4. Obsérvese que la condicién de U(1)-funcién debe ser reemplazada por la
de G'YM—funcién.

Para fijar ideas vamos ahora a considerar el papel de los distintos cociclos
en el caso abeliano, desarrollado en [97]. Trabajando en el espacio de momen-
tos parametrizamos A,(z) y A,(z) por sus coeficientes de Fourier a,(k) y
al (k), y, andlogamente, los elementos de U(1)(M) por ¢(k) y ¢'(k). Triviali-
zando la accién del grupo de Lorentz, los tres cociclos respectivos se escriben
en la forma:

3

&d.9) = / o (R)al (R — al (Wl (e (714)
3

&) = — ;ﬂj[cb*'(k)k%(k)em+¢'<k>kﬂa,t<k>e-m (7.15)

- k“a“(/f)aﬁ(k)em — kta, (k) (k)e™™]

Gd0) = 5 [ SR BRI — F R Re ™). (716)
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El cociclo £1(g’, g) dota de contenido dindmico al potencial vector, de modo
que (A, E ~ A), 0 en su caso (a,(k),al (k) sea un par de varibles candnica-
mente conjugadas. Esta propiedad se pone de manifesto en los conmutadores

L
[Xa,ﬁ(k) ’

XL ] = i A (7.17)
donde Ay = 2k%53(k — k') es la funcién delta generalizada sobre la hoja
positiva del hiperboloide de masas.

El cociclo &(g', g) es el cociclo de mezcla entre los parametros del grupo
de gauge y los potenciales vectores, lo cual se observa a nivel infinitesimal en
las relaciones de conmutacion

L oL = [vL oL =
A la luz de estos resultados se concluye que las variables del grupo local no
estan desprovistas de contenido dindamico. De hecho, al estudiar los campos
de vectores que forman el moédulo caracteristico Gg se concluye que son las
combinaciones

Xt = Ko + kX » Xy = Xigw — kX ) (7.19)

las que estdn desprovistas de contenido dindmico y no X S Y X ¢€T(k)‘ Asi pues,
se produce una mezcla no trivial entre los parametros de los campos o po-
tenciales gauge y los parametros del grupo de gauge, lo cual a su vez implica
una reestructuracion de los grados de libertad fisicos y gauge.

Se llega a la misma conclusiéon mediante la obtencién de los invariantes
Noether, que son las funciones que parametrizan la variedad de soluciones.
Asi pues, los invariantes Noether, definidos en CSG como el producto in-
terior de la 1-forma de cuantizacién © con respecto a los campos invariantes
derechos,

Noutey = ixr 0 = e M (kM (k) —ia™) (7.20)
Npw = in}(k)@ = e (Kt p(k) + ia") (7.21)

son una mezcla de los pardmetros del potencial vector y de las varibles del
grupo de gauge y, por tanto, los parametros ¢(k) y ¢'(k) contribuyen en la
constitucién del espacio de las fases, a diferencia de los parametros c(k) y
c'(k) asociados a los campos del médulo caracterfstico. Ademds se verifica
N, k) = NCL k) = 0 y, en consecuencia, de acuerdo con la caracterizacion

Cp
de simetria gauge en la CSG, los campos derechos X C}Ek) v X g(k) generan
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las auténticas transformaciones gauge, que en versiéon de momentos, vienen
caracterizadas por las relaciones de equivalencia

au(k) ~ au(k) + ikye(k) . (k) ~ 6(k) + (k) (7.22)

Por su parte, el cociclo &5(g’, g) estd relacionado con la posibilidad de
introducir una extensién central para el propio grupo de gauge. Se tienen los
conmutadores

(Xt » X)) = ik A E . (7.23)

El caso k* = 0 describe la teorfa cudntica del campo electromagnético y si
k? # 0 se recupera la teorfa del campo de Proca. Obsérvese que en este
ultimo caso, el propio grupo de gauge adquiere dinamica, de modo que se
introducen nuevos grados de libertad en la teorfa.*

En el caso no abeliano [98] el cociclo &3(¢’, g) es responsable de la dotacién
de masa de los bosones gauge, constituyendo un mecanismo dinamico de
generacion de masa para los bosones vectoriales en contraposicién con el
Mecanismo de Higgs.

7.2. Los parametros del grupo de gauge como
campos dinamicos

7.2.1. Grupo de Jets del Grupo de Gauge

Como se dijo antes, el punto de partida de la CSG es la construccién
del grupo de cuantizacién G, que incorpora todos los campos relevantes de
la teoria como parametros de grupo. Por lo tanto, el grupo de simetria re-
levante no es el grupo de gauge G(M), sino el grupo de los 1-jets del grupo
de gauge G'(M), nocién que nos permitird formular la teorfa Lagrangiana
incorporando los parametros del grupo de gauge como campos dindmicos. A
continuacion introducimos de modo preciso este concepto®. Se define el grupo

4Esta es la manera particular de obtener dinamica de modo andmalo en el contexto de la
CSG. Esta técnica podria aplicarse, por ejemplo, para estudiar la mezcla de interacciones
asociada a la aparicién de anomalias.

5Remitimos al lector interesado en una presentacién matemética mds técnica de la
nocién de jets de aplicaciones entre variedades a [69].
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finito-dimensional J!'(G(M)) de los 1-jets del grupo de gauge G(M) como el
cociente

G(M)x M
Jaony) = S XM (7.24)
donde A es una relacién de equivalencia de primer orden definida por:
X m = m
(g;m) ~ (¢',m') <= ¢ g(m) = ¢'(m) (7.25)

dug(m) = 0.9'(m),

Y (g,m), (¢’,m") € G(M)x M. Esta definicién puede ser facilmente extendida
a un orden r arbitrario. J'(G(M)) puede parametrizarse mediante un sistema
coordenado {z*, g%, g}, del mismo modo que en la teorfa convencional de
fibrados jets. El grupo infinito-dimensional de los 1-jets del grupo de gauge,
G'(M), se define como

GY M) ={M — JHG(M))} = Map(M, J (G(M))), (7.26)

con ley de composicién (en nuestro caso, para grupos unitarios, producto de
matrices)

g"(x) = g'(x)g(), g,(v) = g,(v)g(x) + g'(v)g.(x) (7.27)
Realizando el cambio de variables
g — A, = g_lgu , (7.28)
se llega a
AZ(&:) =g (2)A,(2)d ()" + AL(SL’) ; (7.29)

que proporciona las leyes de transformacién usuales de conexiones princi-
pales (potenciales gauge) cuando nos restringimos a la inmersién particular
(extension 1-jet)

JNG(M)) — GYM), g (9,9 '9.) = (9,6,) (7.30)

del grupo de gauge G(M ), donde con 6,dz" se denota a las 1-formas canénicas
sobre el grupo invariantes por la izquierda.

Hay que subrayar que el presente enfoque no requiere tomar el cocien-
te por el grupo de gauge (el subgrupo caracteristico en CSG) en contraste
con el método de Cuantizacion Geométrica estandar, donde los pardmetros
no-simplécticos son previamente eliminados recurriendo a la variedad de so-
luciones. De hecho, la inmersién natural G(M) C G'(M) es de una gran
importancia en nuestro modelo.
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7.2.2. Principio de acoplamiento minimo entre los
parametros del grupo de gauge y los campos
gauge

Teniendo en cuenta el éxito de la incorporacion de las coordenadas del
grupo de gauge en el formalismo de la CSG, formularemos la teoria de Uti-
yama para interacciones asociadas a grupos de simetria interna, poniendo
en pie de igualdad a los pardmetros ¢g* del grupo de gauge (desempenando
inicialmente el papel de campos libres de “materia” exética) y a los campos
gauge Al(f) (ahora aunténticas conexiones). El campo de vectores generador
total de las tranformaciones gauge con acciéon sobre los campos g%, Aff) se
puede escribir en la forma

(7.31)

of@ 0
f(“)X(La) + (f(b)cgcAl(f) f )

 am A’

donde X (La) son los campos de vectores candnicos invariantes por la izquierda
que constituyen los generadores infinitesimales de la translacion derecha del
grupo G sobre si mismo. Siguiendo pasos similares a los de la teoria estandar
de Utiyama se obtiene la prescripcién de acoplamiento minimo ©

g4 — g4+ AVXG (7.32)

Multiplicando esta expresién por las componentes 6 de la 1-forma canénica
sobre el grupo invariante por la izquierda fo)(: (915“) gf’u), la anterior sustitu-
cion puede ser escrita en la forma

0 — 610 + A . (7.33)

Es claro que la combinacion Hff) — Aff) (donde se ha redefinido el campo
gauge con signo cambiado) es invariante gauge ya que la diferencia de dos
conexiones es un objeto tensorial. Nétese que la forma invariante 6% es de
hecho una conexién plana que puede tratarse como un campo gauge de vacio.
La relevancia de este tipo de conexiones es patente en algunos fenémenos. Por
ejemplo, en la teoria electromagnética, campos electromagnéticos de vacio
dan lugar al efecto de Aharonov-Bohm y la cuantizacién de un flujo magnético

en un anillo superconductor.

6Comparando con la prescripcién de acoplamiento minimo estdndar, 05 — Yo+
Al(Lb )X (Ol“)), se observa que el papel de p® y X (Oé) lo desempenan respectivamente g% y X gb)
en la nueva formulacion. El punto que hay que subrayar es que X Elb) (=6, 1(a))7 a diferencia
de X ((Z), es en general invertible, y gracias a esta propiedad, el nuevo acoplamiento minimo

se puede escribir en la forma dada por (7.33).
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7.2.3. Lagrangianos de tipo modelo sigma no lineal:
una alternativa al Mecanismo de Higgs

El acoplamiento minimo Hl(f) + Al(f’) sugiere fuertemente la consideracion
de Lagrangianos del tipo del modelo sigma no lineal, i.e.

Lomar (05) ~ Tral06™] (7.34)

para describir los campos de “materia”. Este tipo de Lagrangianos esta ca-
racterizado por la simetria quiral, es decir, por la simetria por la izquierda y
por la derecha simultdneamente. En tal caso el correspondiente Lagrangiano
de “materia” invariante gauge es de la forma

Lonnarr = Lonarr (05 + A,) ~ Trg[(0F + A,) (05 + AM)] (7.35)

y el Lagrangiano Ly de los campos gauge libres, como de costumbre, debe ser
una funcién del tensor de intensidad F lﬂ‘y‘). Como consecuencia, los campos

gauge A}(f) adquieren masa, a través del término
Tr[A, A", (7.36)

sin danar la invariancia gauge. En el Apéndice 10.5 se ilustra con detalle
este mecanismo de generacién de masa para campos gauge abelianos y no
abelianos.

Rotura parcial de la simetria quiral

Mas atn, puede explotarse el alcance del presente esquema para seleccio-
nar direcciones especiales en el grupo de gauge a lo largo de las cuales los
correspondientes bosones intermedios permanezcan sin masa. Esto se logra
considerando el Lagrangiano del modelo sigma sustituyendo la traza total
sobre el grupo por una traza parcial, de manera que sélo adquiririan masa
aquellos campos gauge que “vivieran” sobre una cierta érbita (coadjunta) del
grupo G, siendo el Unico precio a pagar la pérdida parcial de la quiralidad
global. Méas concretamente, si H es un subgrupo cerrado de GG, con el indice
(¢) corriendo sobre G/H, el Lagrangiano

Tryu[056"] = 61967 (7.37)

es invariante por la izquierda bajo el grupo rigido G pero invariante por
la derecha solamente” bajo H. Por ejemplo, en el modelo sigma del grupo

"Nétese que cualquier funcién de 6% es obviamente invariante por la izquierda, pero
s6lo una suma escalar sobre el indice de grupo garantiza también la invariancia por la
derecha.
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SU(2), restringiendo la traza en el Lagrangiano original a SU(2)/U(1) se
podria generar masa exclusivamente para dos de los tres campos gauge aso-
ciados al grupo local SU(2)(M). El espiritu de este formalismo, de hecho,
ha sido ya considerado en la literatura para reformular el Modelo Estandar
de la interaccién electrodébil. La descripcion alternativa proporciona masa a
los bosones vectoriales W) W) Z sin la necesidad de introducir el con-
trovertido bosén de Higgs. Nos gustaria senalar que el uso explicito de los
bosones de Goldstone en la descripciéon de procesos fisicos no es algo nuevo
en la literatura en manera alguna. Asi, por ejemplo, como consecuencia del
llamado Teorema de Equivalencia [101,102], de acuerdo con el cual un bosén
de Higgs muy pesado puede eliminarse del escenario de la simetria rota en
favor de bosones de Goldstone del modelo sigma no lineal, el computo de los
diagramas de Feynman que involucran las polarizaciones longitudinales de los
bosones vectoriales (masivos) en los procesos gobernados por la interaccién
electrodébil puede ser resuelto en términos de los correspondientes diagra-
mas entre los mencionados campos escalares de tipo Goldstone. Conviene
comentar también que la construccién descrita también se puede aplicar en
modelos fenomenoldgicos de bajas energias para la interaccion fuerte con ob-
jeto de generar la masa de la particula vectorial p preservando la invariancia
gauge [103].

7.3. Revision del Modelo Electrodébil

En primer lugar, consideremos el producto directo
SU(2) @ U(1) (7.38)
y denotemos por
{wh, w™, W'} (7.39)
las coordenadas sobre SU(2) adaptadas a la base esférica y sean

{WISJF) o wr, W/E*) cw, W) o w} (7.40)

los correspondientes potenciales vectores. De manera anéloga, sea {b} la coor-
denada sobre U(1) y B, = b, el potencial vector asociado.
De modo natural se puede considerar el Lagrangiano de “materia”

A0S0 4+ 2 0000 (7.41)
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que preserva la quiralidad bajo el subgrupo externo U(1) y es invariante bajo
el grupo rigido SU(2) @ U(1), conduciendo a una teoria donde sélo los poten-
ciales W, Wy Wg adquieren masa (quedando B, sin masa) tras efectuar
el acoplamiento minimo, al mismo tiempo que se respeta la invariancia gauge.

Para dar cuenta verdaderamente de la descripcion fisica de la interaccion
electrodébil, deberiamos ser capaces de elegir una base apropiada en el alge-
bra de Lie del grupo rigido, que pudiera ser exponenciada al grupo. Por lo
tanto, para ser precisos habria que considerar el cociente por algun cierto
subgrupo (ciclico) finito Zy

(SU()RU(1))/Z4 (7.42)

como el auténtico grupo de simetria, o eventualmente U(2). No obstante,
de acuerdo con los fines de la memoria presente, se obviaran las sutilezas
topoldgicas [?], cuya relevancia serd més bien de interés de cara a un futuro
estudio de la cuantizacion de la teoria que desarrollamos en esta seccion. En-
tonces, describiremos simplemente la teoria en un nuevo sistema coordenado
tanto para los campos de “materia”,

{wh w7, 2, a}, (7.43)
como para los correspondientes bosones vectoriales
(WP, W, Z,, A} (7.44)

La base de la nueva algebra de Lie se secribe en la forma

<T., T.,T5 Y >, (7.45)
donde

T. = T (7.46)

- q q
T, = 17321y 7.47
3 i3y (7.47)

- P p

= — B2y (d=pd —pq) (7.48)

deberia constituir una generalizacion de la relacion de GellMann-Nishijima

Y .
Q=T+ 5 @~V), (7.49)
que establece que el generador del subgrupo electromagnético U(1) se mezcla

del modo no trivial mas simple, esto es, a través de la diagonal natural en
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la subdlgebra de Cartan, ya que U(l)r, C SU(2) requiere dar el doble de
vueltas que el U(1)y externo.

Como ya se ha comentado, por el momento descartamos aqui la clasifica-
cién de los posibles valores de los parametros p, q,p’, ¢ del cambio de base,
y simplemente los determinaremos con vistas a recuperar el contenido fisico
codificado en el Lagrangiano del Modelo Estandar. Ahora las constantes de

estructura C¢. del dlgebra de Lie unificada de SU(2) QU (1) son diferentes:

[T},, T;} = iqulfi , (7.50)
~ o~ 2p/ ~

v, Ty = £ T (7.51)

{TJF, T_} = pTs+qY . (7.52)

A la constante de acoplamiento unificada la llamaremos g. Nuestro Lagran-
giano Ligy = Lemaryr + Lo ahora reza:

Liow = a [0 —gw D] [0 —gwO"] + 8 [0 — §2,] [09" — g2]

1
_ (o

4F(’é) FL (7.53)
donde los tensores de intensidad F/ ,59, c = =, z, a, se escriben explicitamente
en la forma:

/ /

B = 0,W = o,w® F Lg(a,w® — A,w®) + To(z,w - 2,
B = 0.2, = 0,2, + SgWOWS) = WHOw)

F9 = 9,4, —0,A, + SgwHw) - wHwo),

pv 9 ju

Para recuperar los resultados concernientes con el sector de bosones vecto-
riales del Lagrangiano de Weinberg-Salam, debemos realizar las siguientes
identificaciones:

p = —2q cotVy ,
qd = 2qcot*Vy ,
p = qcotdy,

_ / 2tan? Yy +1
L+ /1+ sin? Yy

¢ = 2+ cot? Oy ’
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aj® = My,
B 1
592 = 5 %7

donde ¥y denota el dngulo de Weinberg y My, My son las masas de los res-
pectivos bosones vectoriales intermedios débiles. Los nuevos campos bosoni-
cos de tipo Golstone w™, w™, 2 evolucionan de acuerdo con el Lagrangiano
del modelo sigma no lineal

ad(De" 4 gelg)" (7.54)

acoplado a los bosones vectoriales a través de sus derivadas y los diagramas
de Feynman correspondientes son de la misma forma para ambos tipos de
campos. De hecho, en el contexto de la teoria de perturbaciones estandar, y
con el fin de evitar los términos cuadraticos de cruce del trozo de Lagrangiano

(0% + A0, + ALY (7.55)
se deberian redefinir los bosones vectoriales como sigue

AW — AW 4o (7.56)
Esto podria interpretarse como un remanente del llamado gauge unitario de
la teoria ordinaria de rotura espontanea de la simetria. Con respecto al La-
grangiano de los campos gauge libres Lo(F !E,‘?) la redefinicién previa induce
nuevos acoplamientos entre Al(f), g4, y sus derivadas. Estos acoplamientos
nuevos dificultan el establecimiento de la unitariedad y la renormalizabili-
dad de estos modelos (a pesar de que se preserva la invariancia gauge) con
las técnicas de la teorfa de perturbaciones (véase, por ejemplo, [104, 105]).
Entonces parece natural recurrir al formalismo de la CSG donde cuestiones
tales como el caracter renormalizable, finito y unitario de la teoria no estan
sujetos a los problemas de la teoria estandar.

Un punto conflictivo de la teoria aqui presentada, y que todavia requiere
un estudio méas profundo, es la cuestion de la masa fenomenolégica de es-
tos campos sigma no lineales. Entre las diversas opciones, cabria pensar en
estos campos como posibles candidatos para la materia oscura, como, por
ejemplo, los WIMP’s (en inglés, Weakly Interacting Massive Particles). Por
lo visto, hasta el momento estas raras particulas (con nombres como fotino)
a pesar de las predicciones tedricas, no han sido detectadas. De acuerdo con
las estimaciones de algunas teorias, los WIMP’s serfan bastante comunes en
el Universo y tendrian masas comprendidas entre 10 y 100 veces la masa del
protén, por lo que se considera que podrian dar cuenta de gran parte del
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sector total de materia oscura. Los cosmologos prefieren los WIMP’s per-
tenecientes a la clase de la materia oscura fria porque serian relativamente
pesados y se moverian en una escala de velocidades mucho menor que la de la
luz. Este hecho los podria haber convertido en las “semillas” gravitacionales
alrededor de las cuales la materia ordinaria (bariénica) se hubiera congregado
para formar galaxias.

7.3.1. Generacién de masa para la materia fermiénica

Incorporaremos ahora en la teoria la materia fermiénica de la manera
tradicional, incluyendo el acoplamiento minimo ordinario

w,,u - LE]A;/QD ) (757)

aunque el mecanismo por el cual adquiriran masa sera diferente al estandar.
Proponemos un mecanismo de generacién de masa fermiénica que estd rela-
cionado con una mezcla fisica no trivial entre el grupo de Poincaré y el grupo

electrodébil SU(2)®U(1) a la manera en que se procedié en el Capitulo an-
terior al hablar de la mezcla de interacciones. Esta mezcla ocurre a través de
una combinacién lineal de los generadores Py y (), de modo anélogo a como el
generador () se escribe como combinacion lineal de T3 y Y. Asi, redefiniendo

Py = Py+ kQ , (7.58)

donde k es una constante (la relacién carga-masa, de hecho), se llega a la

siguiente algebra de Lie para el grupo de la mezcla de simetrias P SU (2)®
U(1):

|:]507 Ti} = :E2K'Ti7 [1507 T3} = 07 {p[)a Q} =0
junto con el conmutador del grupo de Poincaré extendido:
. 1 .
{Pi, Moj} = Nij (CZPO - KQ) (7.59)

que proporciona de hecho una mezcla no trivial entre gravedad y electro-
magnetismo (ver Capitulo 6) al gaugear el grupo de translaciones espacio-
temporales T* [42,54].
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Ahora, se define el operador de masa:

E=pro B (7.60)
y entonces se tiene
M*)p = (m2 + 2:P,Q + K2Q*)1) (7.61)
y, en el sistema de referencia en reposo
M*)p = (m2 + 26moQ + K2Q?)y) . (7.62)
Luego, para particulas que “originalmente” no tuvieran masa
M*)p = 2Q%) , (7.63)

de modo que se concluye que soélo las particulas cargadas adquieren masa.
Esto podria ser la razén por la que no hay ninguna particula fermiénica
elemental masiva sin carga eléctrica. En esta afirmacién es esencial el hecho de
que la particula considerada sea fundamental. Asi, por ejemplo, la existencia
de piones masivos con carga eléctrica nula no contradice nuestra tesis puesto
que tales piones se componen de un quark y un antiquark y, por tanto, no
son particulas fundamentales.

Finalmente senalaremos que todavia se podria ir mas alla en la busqueda
de teorias de gravedad generalizadas dotadas de un mecanismo de generacién
de masa similar al aqui introducido para interacciones internas. De hecho,
partiendo de una variedad Minkowskiana compactificada M (e.g. un espa-
cio homogeneo del grupo conforme, SO(4,2)) se podria dar masa a aquellos
difeomorfismos en la direccién de las transformaciones conformes especifi-
cas asi como de las dilataciones, con lo que se dotaria de dinamica a los
parametros de los correspondientes difeomorfismos. Eventualmente el meca-
nismo descrito podria producir contribuciones al sector de materia oscura del
Universo. En relacion con este aspecto en el apartado siguiente se generaliza
el modelo de Stueckelberg de las interacciones internas al caso de simetrias
espacio-temporales [55].

7.4. Generalizacion del Modelo de Stueckel-
berg

Consideremos la accion infinitesimal de un grupo de Lie arbitrario G sobre
las coordenadas espacio-temporales x* y sobre los parametros ¢® del grupo
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de gauge (a los que nos referimos una vez més como campos de “materia”)®:

(5((1)33“ = X(/Z) (7.64)

(S(Q)gob = X&) s (7.65)
donde X (’fl) es, en general, una funcién de la posicion. El punto de partida de

la teoria es el requerimiento de la invariancia global de la acciéon de “materia”,
ie.

0L i 0L i 0X}, OX!\\ 0Lt
@ Qxt Ot 0p° ozt ) 0(0,¢°)
+ E//matt//aux&) - 0 (766)

A continuacion construiremos la teoria invariante bajo el grupo local gene-
rado por:

FO2)oat = f )X (7.67)
f @) = fO)XE, (7.68)

donde £(@ son funciones arbitrarias definidas sobre la variedad espacio-temporal
y desempenan el papel de pardmetros del algebra de gauge. De este modo se
generalizard el llamado modelo de Stueckelberg, que ha sido reformulado en
las secciones previas de este capitulo en el contexto del grupo de los 1-jets
del grupo de gauge, al caso de simetrias espacio-temporales.

Para garantizar la invariancia local hay que introducir los campos com-
pensadores Al(f‘) y kK, con las leyes de transformacion dadas en la teoria
general expuesta en el capitulo 4, de acuerdo con la cual se puede estable-
cer la siguiente prescripcion generalizada de acoplamiento minimo entre los
parametros del grupo de gauge y los campos compensadores:

0l — kn(eh, + ADXE) (7.69)
Es conveniente escribir esta expresion en la forma:
Ky X0 (60 + AP (7.70)

pues entonces para un Lagrangiano de “materia” de tipo modelo sigma no
lineal, la prescripcion de acoplamiento minimo reza:

0% — k(0% + AW . (7.71)

8Por su parte, la materia ordinaria requiere el tratamiento descrito en el Capitulo 4 v,
por tanto, en esta seccion se obviara.
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Esta expresion generaliza la transformacién de Stueckelberg para el caso de
simetrias externas o espacio-temporales.

En lo que respecta a la segunda parte del Teorema de Utiyama generaliza-
do, el Lagrangiano Ly de los campos compensadores libres tiene la estructura
presentada en el Capitulo 4 y la acciéon “total” invariante local se escribe en
la forma:

St = /A<glw(0;(¢a) + Aff))(e(a)u + A(a)u) + *CO(TCILW ‘7:;(;/))>d417 ) (772)

donde se recuerda que " = kbkyn” y A = det(q),).
A continuacién ilustramos la teoria expuesta con un ejemplo que podria
tener cierto interés en el ambito de la cosmologia.

Modelo de Stueckelberg generalizado para el grupo de Weyl

La generalizacion del modelo de Stueckelberg para las simetrias externas
implica la existencia de campos compensadores espacio-temporales con ma-
sa. Sin embargo, no existen evidencias fenomenoldgicas a bajas energias que
justifiquen la existencia de tales campos masivos y parece sugerente enton-
ces la posibilidad de considerar la rotura espontdnea de simetrias espacio-
temporales mayores que la simetria residual de Poincaré [106], contexto que
refuerza la idea de tratar de encontrar en el vacio fuentes para los grados de
libertad métricos a partir de parametros de grupos espacio-temporales loca-
les. Estas exdticas fuentes de vacio podrian contribuir en el tensor energia-
momento de las ecuaciones de Einstein. Tales modificaciones, eventualmente,
podrian tener que ver con efectos tipicos de la materia oscura.

Por ejemplo, la idea de una teoria capaz de describir campos compensa-
dores masivos Agﬁl) asociados con transformaciones de escala locales presenta
cierto interés desde el punto de vista cosmoldgico. Una masa no nula para
el campo gauge dilaténico podria proporcionar una posible explicacién para
una salida del periodo de inflacion y también podria ser una herramienta
util en la interpretacion de datos observacionales sobre la base de modelos
cosmoldgicos post-Riemannianos (véase, por ejemplo, [107,108]). El modelo
de Stueckelberg generalizado descrito antes es un marco adecuado para darle
vida a tal teoria, con la ventaja de preservar la invariancia gauge. El precio a
pagar es la introduccién del pardmetro de grupo dilaténico ¢4 como campo
de "materia” dinamico y su interpretacion fisica. Una posibilidad interesante
seria, como se ha sugerido al principio, relacionar dicho campo con el sector
de materia oscura del Universo. De hecho, la relaciéon entre la materia os-
cura y la invariancia de escala, asi como las ventajas que de dicha relacién
se derivan a la hora de discutir diversas cuestiones cosmoldgicas, ha sido es-
tudiada en [108,110]. La suposicién de la existencia de una relacién entre
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la materia oscura y la propia geometria se ha considerado en ciertas teorias
que generalizan la teoria de la Relatividad General, como la llamada teoria
de Weyl-Dirac, donde la geometria es tratada como fuente de la materia
oscura [111].

A continuacion esbozamos el modelo de Stueckelberg en cuestion. El pun-
to de partida es un Lagrangiano de tipo sigma no lineal donde la traza se
restringe al cociente W/ P, denotando por W al grupo de Weyl y por P al de
Poincaré. El hecho de tomar el cociente por el grupo de Poincaré minimiza
el nimero de parametros del grupo de gauge con caracter dindmico y per-
mite la aparicion de términos de masa para el campo gauge dilaténico. De
este modo el Lagrangiano de “materia” solo da cuenta de la forma canénica
invariante 6" asociada con el pardmetro gauge dilaténico ¢ del grupo de
Weyl local, i.e.

E“mat” = TTW/P(HMHM) — Q'L(Ldil)e(dil)u . (773)

La prescripcién de acoplamiento minimo generalizado (7.71) para campos o
involucrando a su vez transformaciones de simetria espacio-temporal permite
obtener la densidad Lagrangiana de “materia” invariante local® :

Lepair = GG + ALY (051 + AT ) g (7.74)

Por otro lado, la dindmica de los campos compensadores libres viene
descrita por la densidad Lagrangiana ALy de la teoria gauge del grupo de
Weyl (ver Capitulo 5).

Sin entrar, por el momento, en mas detalles, merece la pena subrayar que
este modelo sencillo podria arrojar luz en la cuestién de la posible relacién
de la materia oscura y la invariancia de escala, lo que requiere todavia un
estudio mas profundo.

9Nétese que la teoria gauge del grupo de Weyl automdticamente implica el “gaugea-
do” del grupo conforme (la mayor simetria espacio-temporal bajo la que se preserva la
covariancia de la electrodindmica).
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Capitulo 8

Extension de la simetria de
difeomorfismos y gravitacion

Un difeomorfismo £ del espacio-tiempo M, ¢ : M — M | induce un
cambio de coordenadas z# — a* | bajo el cual el tensor métrico transforma
de acuerdo con la expresion

,  0x7 Oxf
e = G g9

(8.1)

Como es bien sabido, (M,g,,) y (M,g,,) representan el mismo espacio-
tiempo fisico. Esto es, g, sigue siendo solucién de las ecuaciones de Einstein
si g, es una solucién de partida. Por lo tanto, las ecuaciones de Einstein
tienen invariancia bajo cambios generales de coordenadas y, en consecuencia,
se puede considerar que la invariancia bajo difeomorfismos es una simetria
gauge de la gravitacion, en el sentido de que deja invariante punto a punto
la variedad de soluciones de la Relatividad General.

No obstante, la formulacién Hamiltoniana de la Relatividad General pre-
senta el problema de que parece imposible hacer una eleccién de espacio
de configuracién tal que en su espacio de las fases sélo estén presentes los
verdaderos grados de libertad dinamicos. Asi pues, la existencia de ligadu-
ras altamente no lineales para los difeomorfismos obstruyen el proceso de la
Cuantizacion Canonica de la gravedad. Una salida a las dificultades de la
cuantizacion de la gravitacion propias de las técnicas convencionales consiste
en enfocar el problema desde el punto de vista de la CSG, que, ademaés, tiene
la ventaja adicional de garantizar tanto la unitariedad como la renormali-
zabilidad de la teoria. Para construir la base sobre la que con posterioridad
se espera construir la teoria final debemos generalizar la nocion de grupo de
los 1-jets del grupo de gauge, introducido en el capitulo previo, al caso de
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simetrias externas. De tal modo, habria que considerar como simetria basica
de la gravitacion no sélo el grupo de difeomorfismos del espacio-tiempo M,
sino también aquellas tranformaciones sobre el fibrado tangente T'(M) que
no son la derivada de un difeomorfismo. La nueva estructura matematica
subyacente que emerge recibe el nombre de grupo de los 1-jets del grupo de
difeomorfismos. Combinando esta estructura y el esquema de la CSG cabe
esperar que las ligaduras de los difeomorfismos no se impongan a mano sino
que aparezcan de modo natural como resultado de la dinamica.

Nuestra motivacion tambien estd basada por otra parte en el hecho de
que el grupo de simetria espacio-temporal mas pequeno cuya teoria gauge,
conocida como teleparalelismo, es capaz de reproducir la teoria de Einstein de
la gravitacién es el grupo de translaciones espacio-temporales 7'(4). Como se
senal6 en el Capitulo 5, en este caso los inicos campos compensadores rele-
vantes son en esencia los campos tetrdadicos y, por consiguiente, esta simetria
resulta de particular interés para tratar de profundizar en la naturaleza del
campo gravitatorio en el marco de las teorias gauge. Asimismo, dado que los
generadores de las translaciones espacio-temporales locales satisfacen el alge-
bra de difeomorfismos (locales), resulta natural reformular la interpretacién
de los campos gravitacionales tetradicos de la teoria gauge a la Utiyama en
términos de los 1-jets de los difeomorfismos.

Se recuerda que en el caso de T'(4), de acuerdo con el Teorema de Utiyama
generalizado, el Lagrangiano de los campos de materia debe ser modificado
segun la versién generalizada de la prescripcién de acoplamiento minimo,
esto es, todas las derivadas de los campos materiales en el Lagrangiano de
materia original deben multiplicarse por tétradas y el Lagrangiano de los
campos compensadores libres debe ser una funcién de la torsiéon de Cartan
17, asociada con las tétradas. La densidad Lagrangiana del teleparalelismo
es, de hecho, una cierta combinacién cuadratica de la torsion que es igual,
salvo divergencia, a la densidad Lagrangiana de Hilbert-Einstein asociada al
tensor métrico construido con los campos tetradicos.

En este capitulo reformularemos la descripcion del teleparalelismo de la
gravedad apoyandonos sobre la idea de los jets de difeomorfismos, un esquema
que, como ya se ha comentado, podria ser 1til a la hora de abordar la cuestién
de la determinacién de las auténticas variables dinamicas de la teoria cuantica
de la gravitacion.
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8.1. Grupo de Jets de Difeomorfismos

Definimos el grupo de los 1-jets de los difeomorfismos de un modo analogo
a la nociéon de grupo de los 1-jets del grupo de gauge, esto es:
, Dif(M)x M
JHDif(M)) = % (8.2)

~

. . . 1 .
donde la relacién de equivalencia ~ se define como sigue:

—= x/

(€ a) ~ (€M) = { &) = () (8.3)
0,6Mx) = 0,8 (),

v (e, x), (6%,a) € Dif f(M) x M.
Un sistema de coordenadas para J'(Dif f(M)) estd dado por

donde los objetos £/ parametrizan transformaciones sobre el fibrado tangente
T (M) que en cada punto toman el valor de la primera derivada de (diferentes)
difeomorfismos, pero, en general, &' # £/, excepto para extensiones jet. §f
no representan simples cambios de coordenadas, es decir, no son gauge en el
sentido estricto de dejar invariante punto a punto la variedad de soluciones.

Desde el punto de vista de la invariancia local, el grupo relevante es el
grupo infinito-dimensional cuyos elementos son las secciones de J'(Dif f(M))
sobre M, i.e.

Dif f1(M) =T(J(Dif f(M))) ={M — J(Dif f(M))}. (8.5)

En consecuencia, cualquier difeomorfismo local generado por un campo de
vectores

0
Xp = @)

puede ser levantado candnicamente al fibrado tangente de tal modo que los
nuevos conmutadores reproduzcan a los originales

(X5, Xg] = (f*0ug” — 90, f")0, (8.7)

y el nuevo generador reza

(8.6)

A N (8:8)

Vafy
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8.2. Invariancia bajo Dif(M): simetria gauge
estandar

Hay que destacar que X" es gauge ya que actiia sobre £ a través de la
derivada de un difeomorfismo. Notese también que los objetos

” 0
= 5855 (8.9)
satisfacen el dlgebra gl(4) con conmutadores
[T, 1)) =6,T, —o,T, . (8.10)

Esto implica que X]I:ift puede verse como el levantado natural al fibrado de las
referencias! que admite cualquier difeomorfismo (local) de la variedad base
espacio-temporal.

Se puede definir densidades Lagrangianas £ sobre Dif f1(M) dependien-
do de los argumentos {z#,&#, ¢4} v sus derivadas de primer orden. Por el
momento, se descartara la dependencia en los difeomorfismos £#. Sin embar-
go, desde el punto de vista de la cuantizacién, es conveniente hacer notar el
papel de los difeomorfismos como algtn tipo de bosones de Goldstone?. De
acuerdo con nuestros propdsitos, sera suficiente considerar sélo las variables

{=", &} (8.11)

para construir la teoria gravitacional més simple. De modo similar al proce-
dimiento de la teoria gauge ordinaria demandaremos la invariancia de

L(z",&5,80,) (8.12)

bajo la extension jet® de X ie.

XL =0. (8.13)

'El fibrado de las referencias es un fibrado principal cuyo grupo estructural es el grupo
general lineal GLy4.
2En el Capitulo previo se comenté que en la teoria cuantica de interacciones internas

’ . Yl a . . .
los auténticos campos fisicos no son los campos AEL ) sino la combinacion de campos gauge
(

)

y bosones de Goldstone de la forma Aff) +g ). De modo analogo, para la gravedad cabria
pensar en combinaciones del tipo &, + £,

3Debemos aclarar que se estdn manejando dos tipos diferentes de extensiones jet: por
un lado, la extension jet de Xy € Dif f(M) como una inclusién X ¢ en Dif f'(M), y, por
otra parte, la extensién jet de los campos en el espacio de configuracién E = Dif f1(M) a

JYDif fH(M)), )_(J]:ift, para variar los Lagrangianos definidos en este espacio.
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Maés explicitamente:

oL , 0L
@)+ 0P @ (514
. (é‘ﬁf%ﬁpf“(w) +€0,001(0) — 4,0 7(0) g = 0.

Debido a la arbitrariedad y la independencia de las funciones f* y sus de-
rivadas se sigue que sus coeficientes deben ser igual a cero y, por tanto, se
obtiene el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales:

oL oL
OMe) © S (€L~ ) e =0
oL oL
0y0, fH(z) 553&0 +&7 oer, =0. (8.15)

La ecuacién asociada con 0,0, f*(z) implica que £ debe depender de ¥ y
&l a través de la combinacion

T4, = E0o6n — €6k - (8.16)

LLevando este resultado a la ecuacién asociada con el coeficiente de 9, f#(x),
ésta ultima se puede reescribir en la forma:

or o
fxfe ,u,a + 59 (f)\ o giuda) 87’5)\ = 0. (817)

La solucién de esta ecuacién proporciona la forma general de L£(&, &, ):

L&, &h,) = L(T7,) (8.18)

v,0

con

= Gy, = G (€0 oEs — &06E0), (8.19)
siendo los campos (7 los inversos de £/, i.e.
G = 0
G h = o). (8.20)

Como consecuencia, la invariancia bajo difeomorfismos conduce a una fami-
lia de teorias (no necesariamente métricas) que estén caracterizadas por la
dependencia en el objeto T, pero no fija la forma concreta del Lagrangiano.



120CAPITULO 8. EXTENSION DE LA SIMETRIA DIF(M) Y GRAVITACION

Multiplicando £(77,,) por el factor A = det((]) se obtiene la accién
invariante bajo difeomorfismos

Spis = /Ed‘{r (8.21)
donde
L=AL(T,). (8.22)

8.3. Imvariancia bajo Dif!(M): Teleparalelis-
mo

El siguiente paso es la construccion de una teoria gravitacional que sea
equivalente a la teoria de Einstein. Para ello recurriremos a aquellas simetrias
en Dif f1(M) que no son extensiones jet de Dif f(M). En otras palabras,
extenderemos la simetria de difeomorfismos anadiendo nuevos generadores
actuando sobre el fibrado tangente a M, T'(M), y dando cuenta sélo de la
componente puramente jet, i.e.

. 0
Uaf#

X =17(x) (8.23)

donde [,,, son los correspondientes pardmetros infinitesimales, que no son de-
rivadas de ningin difeomorfismo infinitesimal, y satisfacen * 1., (z) = —1,,.(x)

4La antisimetria de { uv sugiere establecer alguna relacién con el grupo de Lorentz local,
cuya realizacién espacio-temporal

0

w(“”)(a:)X(W) — o) (30)(5577://9 _ (5377“,;)56’)@
admite el levantado (de tipo extensién jet)

O Bv)
Oz

0

w(/“’)(a:)X(W) = w(‘uy)(x)X(W,) — (w(lw) (37)55 + gé)T““
(4

xp) (557%,0 - 5377/1/))5

V)Y 8(’0(“”) fod o a
= ol )X(;w) + W”””((Sunw — 67 Nup) g@?g'

Como consecuencia, se puede observar que una vez que el término w*) X (uv) ©s anadido a
X}, el campo de vectores resultante puede identificarse como w*¥) (x)(= 1,*(z)n") veces
la extension jet del generador rigido de Lorentz.
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and [,” = n°"l,,. Nétese asimismo las diferentes reglas de transformacién de
los dos indices de &-.

La forma precisa de la densidad Lagrangiana L sera determinada en dos
pasos. En primer lugar, impondremos la invariancia global de L= Aﬁ(T"W)
bajo Xll(global) (es decir, con I's constantes) y, a continuacién, se exigira la
semi-invariancia (i.e. invariancia de la densidad Lagrangiana salvo una di-
vergencia) bajo el generador con pardmetros locales X

La combinacion mas simple en 7, que satisface la condicion de inva-
riancia rigida®

(8.24)

" oel T Sro ol

oL oL
l(global E Al 7 (5# ) =0

es la siguiente combinacion cuadratica con coeficientes constantes arbitrarios

L(T2) = Lz = AT, T," + BT, T + CT?, T, (8.25)

pur=o outv

donde la contraccién de indices estd hecha con la métrica de Minkowski.%
Ahora determinaremos los coeficientes A, B, C con ayuda del requisito de
semi-invariancia de ALz bajo el generador local X}'. Esta condicién implica
la ecuacién:
L OLr
POl

que puede reescribirse de la manera siguiente

X} (ALp2) = AO,LPEH = div\; , (8.26)
A(4A = 2B)ENT, " 0pll — 2BAET, " Opll; — 2CNENT, POyl = div ), . (8.27)
Definiendo los vectores (no-holonémicos) @L =0y, se llega a
A(4A = 2B)T,"°0,15 — 2BAT, "0, 1% — 2CAT, 0,14 = div); . (8.28)
Teniendo en cuenta

A& Dol + E4(0,N) 0,177 = —AT", 0,17 (8.29)

*Nétese que X} A = 0, asi Xl(globdl)ﬁ AX iobany

5El motivo por el que se le dota al espacio-tiempo con una estructura Lorentziana
. o e . . .

caracterizada por un tensor métrico g, = (;¢/ns, es consecuencia de la invariancia
bajo el generador rigido X;. Usando un subgrupo diferente del grupo de los 1-jets de
los difeomorfismos seria posible construir tensores métricos no Lorentzianos, e.g. métricas
Euclideas g, = (] (fds,. Entonces, en el presente contexto, la evolucién de £ permitirfa,
de modo natural, la posibilidad de cambios en la signatura de la métrica, un propiedad
que no se describe de modo satisfactorio en Relatividad General y que, de hecho, se suele
asociar con situaciones singulares.

L£(T°,,)-
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y el conmutador

[0 90) = 17,05, (8.30)
se sigue
v 1 q jvo a jov
0. (AEHD,17) = —A (QT“WGMZ Ay ) . (8.31)

Usando esta ultima expresion la ecuacion (8.26) puede reescribirse en la forma

(44 — 2B)2AT, " 9,1, — (AA+2C)AT" 9,1,Y — A4CO,(AELD,I°)

= div)\, (8.32)
que se cumple para elecciones de A, B, C tales que
Aa=2
2
R
2
N = —4CNELD I . (8.33)

La familia de Lagrangianos resultante da cuenta de la llamada descripcién
del teleparalelismo de la gravedad. Para C' = —1, la densidad Lagrangiana
L toma la forma

A 1 v, o 1 v€, o o v

L= £teleparalelism0 = ATHVO_TP£9 <477§ n 077,up + 577277 577p - 77“?7277 £) ) (834>
que es equivalente (salvo una derivada total) a la densidad Lagrangiana de
Hilbert-Einstein asociada con la métrica g,, = (] (/0.

8.4. Observaciones

I. A la luz de los resultados se puede afirmar que las funciones coordenadas
puramente jet & desempenan el papel de las tétradas kj de la teoria gauge
de grupos de simetrias espacio-temporales.

I1. El interés principal de considerar Dif f'(M) como una simetria dindmica
(o fundamental) de la Gravedad no estriba sélo en que la imposiciéon de
esta simetria fija la forma precisa del Lagrangiano gravitacional Ly (como
ya se comenté el Teorema de Utiyama generalizado sélo fija el argumento
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de Ly) sino que también permite la obtencién de un conjunto infinito de
invariantes Noether no nulos (no gauge) lo cual se debe a que la expresién
de estos invariantes incluye las derivadas de los pardametros de la simetria
local a través del término —4AEH0,17% () asociado a la semi-invariancia de
la densidad Lagrangiana ALp» (para C' = —1) bajo la nueva simetrfa’. Una
situacion semejante es la semi-invariancia bajo boosts de la particula libre
Galileana. Este conjunto de invariantes Noether eventualmente podria usarse
para parametrizar la variedad de soluciones, lo cual es de gran importancia
en el proceso de cuantizacién de la gravedad.

ITI. Otra de las ventajas de este enfoque es, por ejemplo, que la invariancia
bajo extensiones (centrales o no) del grupo de los jets de los difeomorfismos
podria considerarse como un principio presente tanto en la gravedad no trivial
de Polyakov en (14+1)D como en la versién realista de Einstein en (3+1)D.
De hecho, en dos dimensiones Dif f1(S') podria emplearse para describir la
teorfa de cuerdas, que de hecho es una teoria de gravedad cuantica [112].

IV. Mas aun, la usual accién semidirecta del grupo de Virasoro sobre un
grupo de Kac-Moody en teoria de campos conforme en (1+1)D se puede
generalizar ahora a

D(JYDif(M) @ G(M))) ={M — J (Dif (M) @, G(M))} . (8.35)

que implica, como se comentd anteriormente, una mezcla particular de la
gravedad y de la interaccion interna asociada con el grupo de gauge G(M)
como resultado de la accién natural de Dif(M) sobre los argumentos de los
elementos de G(M). Nétese que

, 0

% 0 a
{Xf = ot 8pf“§l,87$ , Xeon = )(QT)X(a)} (8.36)

satisfaciendo X, el algebra de Lie G del grupo de Lie global G) generan el
(a)
producto semidirecto de grupos Dif(M) @, G(M).

"Recuérdese que dada la accién S = | Lz, e, wﬁl)d‘lx estrictamente invariante bajo

un grupo de Lie G con generadores X = X “% + X« 030 , las corrientes Noether conserva-

das J* se escriben en la forma J# = (X"9], — X¢) 8?/;7% — X*#L. Sila densidad Lagrangiana
K

es semi-invariante, esto es, Lg(Ld*z) = OuA", la expresion de las corrientes Noether se
obtiene substrayendo el término \* a la expresién anterior de J*.
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Capitulo 9

Conclusiones

Las conclusiones més relevantes de la presente memoria se resumen a
continuacion:

1. -Se ha reformulado de modo nitido la generalizacion del Teorema de Uti-
yama para grupos de Lie arbitrarios de simetria espacio-temporal, usando
para ello el formalismo Lagrangiano estandar sobre fibrados jets. Se ha de-
terminado la forma precisa que toma la densidad Lagrangiana de los campos
compensadores libres asi como la densidad Lagrangiana que describe la inter-
accion de tales campos con la materia, lo cual ha supuesto la generalizacién
de nociones tales como la de derivada covariante y tensor de intensidad de los
campos compensadores para el caso de simetrias externas. El problema de la
generalizacién de la teoria de Utiyama al caso de grupos de simetria que mue-
ven el espacio-tiempo data de 1956, por lo que no se trata en manera alguna
de una cuestiéon nueva en la literatura. Sin embargo, nuestra presentacion,
aparte de la generalidad, pues se puede aplicar a un grupo de Lie arbitra-
rio, ofrece ciertas ventajas, o en su caso matizaciones necesarias, frente a las
aproximaciones usuales. Por un lado, queda claro en nuestro contexto el uso
de los indices locales de grupo en los campos compensadores h,(f;)“ frente a
la postura estandar de la distincion de notacion en los indices de los cam-
pos tetradicos k. Asimismo, nuestra formulacién permite la introduccién de
campos compensadores asociados a los generadores de translaciones locales
aun cuando su realizacién sobre los campos de materia es trivial.

2. -El método general mencionado se ha aplicado, en particular, para la revi-
sion de las teorias gauge de gravedad asociadas a los grupos de translaciones
espacio-temporales, Poincaré y Weyl, prestando especial atencion a la inter-
pretacion geométrica y a las condiciones bajo las que se recupera la teoria de
Einstein.
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3. -Hemos construido un modelo sencillo de mezcla de la gravitacion y el elec-
tromagnetismo, que da cuenta de la existencia de fuerzas electromagnéticas
de origen gravitatorio. La construccién del modelo se basa en la aplicacion de
la generalizacién del Teorema de Utiyama tomando como simetria gauge el
grupo de Poincaré centralmente (pseudo-)extendido por U(1). Un punto clave
a la hora de obtener el tensor de intesidad electromagnético Flgf) con términos
de mezcla ha sido la existencia de los potenciales translacionales Aff), pues
la constante de estructura que contiene a la constante de acoplamiento de la
mezcla de electro-gravedad involucra los indices de translaciones. En la teoria
resultante es destacable la aparicion de un campo electromagnético aunque
de origen gravitatorio, y, por tanto, el modelo de mezcla de electro-gravedad
presentado reaviva las ideas del magnetismo gravitacional. Las ecuaciones
para la métrica resultan ser del tipo Einstein-Maxwell pero corregidas por
un término proporcional a la constante de mezcla, y, a diferencia de la teoria
de Einstein-Maxwell, la ecuaciéon para la torsién no es trivial. Se estudia
también como caso particular la modificaciéon que sufre la ecuacién de las
geodésicas de una particula sin spin, obteniéndose un término nuevo analogo
a la fuerza de Lorentz pero de origen gravitatorio.

4. -Se ha obtenido la versiéon del Teorema de Utiyama partiendo de los
pardmetros del grupo de gauge, vistos como campos de materia exotica (e.g.
WIMP’s) descritos por Lagrangianos del modelo sigma no lineal. La estruc-
tura matematica subyacente es el grupo de los 1-jets del grupo de gauge.

5. -La construccién anterior ha permitido revisar el modelo estdndar de la
interaccion electrodébil sin apelar a la hipdtesis de la existencia del boson
de Higgs. Este método no hace uso del algoritmo de rotura espontanea de la
simetria y es una alternativa al modelo de Higgs. La generacion de masa de
las particulas es entonces resultado de considerar la mezcla no trivial entre
electromagnetismo y gravedad.

6. -Se ha generalizado el modelo de Stueckelberg para grupos de simetria
espacio-temporal y, en particular, se ha estudiado el caso del grupo de Weyl,
contexto en el que la variable de grupo dilaténica adquiere contenido dinami-
co y podria ser responsable de cierto sector de materia oscura del Universo.

7. -Se ha formulado la teoria del teleparalelismo como una teoria de inva-
riancia bajo el grupo de los 1-jets de los difeomorfismos del espacio-tiempo.
Esta aproximacion podria ser util de cara a la cuantizacién de la gravedad.
De hecho, este contexto proporciona una conexién con las ideas de la cuan-
tizacién bidimensional de la gravedad (la gravedad inducida o de Polyakov)
donde la simetria dindmica estd estrechamente relacionada con las extensio-
nes centrales del dlgebra de difeomorfismos de la circunferencia S* [100,113].
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Teniendo en cuenta los resultados del caso bidimensional, aunque en dimen-
siones realistas no existen extensiones centrales no triviales del algebra de
difeomorfismos, perdiendo por tanto el punto de contacto con la gravedad de
Polyakov, si que existen extensiones tensoriales no centrales [114-116] que se
podrian relacionar con las extensiones del grupo de los jets de los difeomor-
fismos y, entonces, al amparo de la CSG, esta alternativa tal vez seria tutil
para indagar la naturaleza de la simetria dindmica de la gravitacién.
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Capitulo 10

Apéndices

10.1. Expresion de la extension 1-jet de un
campo de vectores

Sea K, m: E — M un fibrado diferenciable. Dado un campo de vectores
arbitrario

estd determinada por la condicion de transformacion de contacto infinitesimal
L+6% = Cg@ﬁ ,
donde las 1-formas de estructura 8% vienen definidas por
0% = dp® — gpfjdw“ )

Obtengamos la expresion explicita de C§ y Xﬁ‘. Para ello recordamos que,
en general, dada una 1-forma « y un campo de vectores Y, se cumple la
expresion

Lya(Y) = Xa(Y) - o([X,Y]) . (10.1)
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Por otro lado,

Lxb* = (Lg0), da” + (Lx6%), d" |

donde

«a «a 8 Y Ho

(Ly(g )0 - Lye @ :X0

_ 0 —

— —X « a | “

g +10 (aan>

L6% = [6° 4 = X0°

(Lx0*), = Lx o) =

ol 0 < 0X«

- (an>‘aw‘

CAPITULO 10. APENDICES

(10.2)
9 A~ o
W)—e ([X’ava

o OX* OXH
—XU+ e — ¥ p (1().3)
0 A~ o
@w>_0 ([XasoD

LOXH
o S (10.4)

Usando la condicién de transformacion de contacto infinitesimal se obtienen

las igualdades:

e O0X© oxXH
_xe, 9t e — _Coy
ot oo Tr oz 7¥o
oxe  oxn )
s (10.5)
Finalmente, la expresién para X, reza:
—a 0X“ oXH 0X“ oXH
_ o —® v 10.

o 5’x” SOH 81,0- + <8¢7 SO,U« (9(,07) Socr ( O 6)
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10.2. Conexiones principales como secciones
globales de J'P/G

Un fibrado principal 7 : P — M con grupo estructural un grupo de Lie
G, por definicién, estd provisto de la accién candnica (por la derecha) de G
sobre P,

Ry,:p—pgeP ,peP, ged, (10.7)
que a su vez induce la acciéon candnica
J'R,: J'P — J'P (10.8)

del mismo grupo G sobre el fibrado jet J'P — M, que es un fibrado afin
aunque, en general, no es fibrado principal. Al tomar el cociente de J'P por
la accién J'R, se obtiene el espacio de 6rbitas J'P/G con respecto a dicha
accion. Se puede construir entonces el fibrado afin

J'P/G — M . (10.9)

Por otro lado, una conexién principal sobre el fibrado principal P — M se
define como una seccién

A:P—J'P (10.10)
que es equivariante bajo la accion R, esto es:
J'RyjoA=Ao R, ,YgeG . (10.11)

Debido a esta propiedad se puede concluir [70] que las funciones de transicién
de J'P/G se corresponden con las reglas de transformacion de las conexiones
principales bajo cambio de trivializaciones locales del fibrado P. Por lo tanto,
existe una correspondencia uno a uno entre la conexién principal sobre el
fibrado principal P — M y las secciones globales del fibrado J'P/G — M,
que por tanto recibe el nombre de fibrado de las conexiones principales.
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10.3. Formulacion alternativa del Teorema de
Utiyama

Principio de Minima Interaccion

El presente Apéndice da cuenta de la formulacion de la teoria de Utiyama
desde un punto de vista distinto al utilizado en esta memoria pero puede
resultar de interés para aquellos lectores con una orientacion de caracter mas
matematico.

Sea P un fibrado principal sobre M con grupo estructural G y E un fi-
brado vectorial de fibra V' asociado a P mediante una representacion lineal
Ry. Sea JY(E) = F el fibrado de los 1-jets de E, y 6} la 1-forma de es-
tructura sobre J'(E) asociada a una conexién I'p (por determinar). Sea £,
un Lagrangiano de primer orden sobre J'(F) invariante bajo G. Si w es un
volumen sobre M,

(017, L1w) (10.12)

define una estructura variacional sobre las secciones de E.

Sea K = Hom(T(FE), Pa), donde P4 es el fibrado adjunto a P,y J'(K) =
K el fibrado de los 1-jets de K con 1-forma de estructura . Si £, es un
Lagrangiano de primer orden sobre K (tambien por determinar),

(02, Low) (10.13)

define una estructura variacional sobre las secciones de K 1.
Consideremos el producto fibrado € de 'y K, y sea € el fibrado de los
l-jets de e. Si @ =015 4+ 0y, y L = L4 + Lo, el par

(0, Lw) (10.14)
define una estructura variacional sobre las secciones de €.

La estructura variacional (0, Lw) junto con la condicion de invariancia
bajo el grupo de gauge con dlgebra F(M) x G constituye lo que se llama
Principio de Minima Interaccion del campo de materia de E con el
campo de Yang-Mills de K.

1Las secciones de K pueden verse como diferencia de conexiones I' — I'y sobre P para
una conexion fija I'y.
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Transformaciones infinitesimales de contacto y extensiéon jet aso-
ciada a la conexién

Decimos que X; sobre € es una transformacion de contacto infinitesimal
si

Lxi=®o06 (10.15)

donde ® es un endomorfismo en el fibrado tangente vertical TV(g) 2.

Dado X sobre ¢ existe un tinico X sobre  tal que proyecta sobre X y
es una transformacién de contacto infinitesimal. Tal X = j1(X) es la subida
canoénica asociada a 6.

Sea el sistema coordenado {z*, %, ¢, Al(f), Al(f‘l} del fibrado €. Conside-
remos el campo de vectores arbitrario

9 0 w0

X =X'—+X" X 10.16
y escribamos X en forma general:
_ — a —(a a
X=X +Xp—+ X — (10.17)
ot A,
Escribamos también §(= 6') en coordendas®:
0 0
0 =0"—"— +0@_—_ (10.18)
a(pa K aA’ELa)
donde
0% = do® — (¢ + Ap)da" (10.19)
0 = dAW — AC) dx" . (10.20)
con
A= ADXE of (10.21)

Obtengamos la expresién explicita de X. Para ello hay que determinar Yf: y
Yial), mediante la condicién (10.15):

0

A

o 0 a d
+ 0Ly (wv) +0 Ly (Mﬁf”)

20 es una 1-forma sobre J' (¢) con valores en el TV (¢) j1(.), es decir, en el fibrado inducido
del fibrado TV (g) — € por la aplicacién 720 : Jl(e) — JO(e) =€ .

3Compérese con la 60 = (dp® — %) 620 asociada a la conexién trivial I'.

0
Lyt = (Lx0*)5— + (Lx0\") (10.22)

dyp
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con

— 0X“ oxX"”

_ na _ (a) «a . a a

(LXQ )H — XAu X,u + @l’“ (9011 +Au) (%N
0X“« _ oxX"”

(Lx0%)s = 07 (o) + A7) 07

D0y @ @ 0X7 X[
(LYGL))V = —XM,V—AL,B;W‘FT;,
xo  ox
Lty = —am 2 P
794Y " 9AY

0 0X8 9
Lx\s2] = ~ 35098
dyp O™ Oy

(9 ) _ _ 09Xy 0
oAl ) pA@ oAl

Se sigue entonces:

oxe XY ox°

0P
oX*  9X° oXv
+ (g7~ gr ~ B+ A5 a))
ox7  9X 9X (@
—-— Al 1 v 10.2
g + e + AL, )dx (10.23)

Lo = ((—XA;;—X,‘;‘Jr

@ OX 4 |
"7 9AY HAY
Por otro lado:

agp 9 | vy
Dol = cﬁeﬁa—w+cu(b)9§>

9
HA
a 0 a)v
= C5(de® — (92 + Aﬁ)dm“)a—w + OO (dAD) — A
Entonces la igualdad L0 = ® o § implica:
X

e} (7 « a

o e Ve 9
—Chlep+ Al = —XAT =X+ S~

X )¢ 0X“
a A B 4/6
(901/ 1/) Ot (Qo,u )

) OX" OX[ L 0K
Vorr e T AP
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— oxX« oxX" oxX®
o . o o « I6} Jé]
Xu - ax‘u XA,u (SOV—{_AV) (9.1"”‘ +(¢N+Au) agpﬂ
o o 0XY
(a) (a)
<@ _ 90X 00X 00X e 9X
v axl/ (414 aAE)b) w,p axl/ H,p” o,V aAgb)

Ecuaciones de Euler-Lagrange

Las ecuaciones de Euler-Lagrange adoptan la forma “candnica” si se uti-
lizan las coordenadas “canodnicas” adaptadas a la @, es decir, aquellas en las
) )
que 0% = d¢* — ¢fjdx". En nuestro caso ¢y = ¢}y + A, Haciendo pues el
cambio de variables:

¢ = ¢
L= AL = ADXG "
B/(f) _ Alga)
Bl = Al (10.25)
que implica
i — i_A(a)Xﬁ i
ol Do T gl
o 9
a0 O

las ecuaciones de Euler-Lagrange se pueden presentar en la forma:
oL, 4@ B oL, d (0L, — 0
8900‘ M (@) 8%0;6 dxt a(pg

0Ly o 0L d (OL) _
9AW ~ @ Goa T dw \gal )

Realizacién de F(M) ® G sobre ¢

Suponemos que los generadores del grupo local tienen la forma X =
X1+ X5 con

0

10.2
RRT (10.26)

X = f(a)X&)ﬁSOﬂ
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sobre E'y, dado que G actua sobre P4 por la representacién adjunta, la forma
del generador X5 actuando sobre K viene dada por

of9\ o
X, = | f@C,5AD — . 10.2
2 (f a b'tu + axu aALb) (0 7)
Por tanto, el generador total sobre ¢ adopta la expresién
of 0
X = fOX8 07— + (ﬂ“)Cac A 4 ) —. 10.28
(a)8 D™ b Ot 8A,(f) ( )
Vamos a calcular X sobre J* (5):
(a)
X = %Jr VOXD @ OXP i g 9OX°
) axl/ a g P axV P o,V aA((Tb)
af 0%
= A .
D .9 +8 T +AW, C.afo (10.29)
. G 0X*
X, = - X AL+
s Ozt ' ( +4 )(‘MB
oft
= 8x“X( 159" = [O (X X)) ALY
O o g0 4 O (@) X ) yeo
— | VCHA) + Dk X" + (o5 + Al Xy, @Y X
= fOX% 00 . (10.30)
Finalmente resulta:
. (¢ o
%" _ j@xe 89 @c e gt 4 9
X=X = fY9X0ep g (f Ca'v Ay + 5 §AY
o af© 02 fla)
(@) xa. b < Caq®
o/ (a)’g@”(?gog + oxv " + Ox¥Oxh
0
+ Ab e <C>> . 10.31
I, bf 814531)/ ( )

4La forma més general de representar F(M) ® G es

(@)

0
RO @ Xy) = F@R(X ) + AL (X )

donde A es una constante arbitraria y las representaciones R y p* verifican:
[R(X(@a), R(X@)] = C,%R(X()
[R(X(a), 7" (X@w)] = Co%p"(X(e)
[P (X(a)s P (Xw))] 0.

De estas relaciones de conmutacion se sigue que p*(G) es un ideal Abeliano.
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Notese que se obtiene la siguiente relacion entre las extensiones jet asociadas
a la conexiones I' y T'y:

X =foX,", (10.32)
es decir, la extensién jet asociada a la conexion I es el producto de f por la
extension jet asociada a la conexién I'y con que estaba formulado el principio

variacional de los campos de materia con la conexién trivial I'y sobre el
espacio de Minkowski. Asi pues si £ era invariante bajo G, es decir,

LYI;OEI =0, (10.33)
también es
Lifﬁl =0. (10.34)

Ahora, si Ler (L1 + L2) ha de ser cero, necesariamente Lor Ly tiene que ser
cero también.

.. T
Expresion de X en las nuevas coordenadas

La extension jet X = X, +Xy, realizando el cambio de variables (10.25),
se reescribe en la forma siguiente:

T @) xo 0 0 0
X, = f() a)5@8a+f ﬁgouaa:f( ﬁ¢ﬁ<a¢a
0 0
+ B,(f’)X&)aaqy) + U XG) ((bﬂ DX W) 565 (10.35)
a a a
= f )X(a),aCb 8¢ + @ 5¢“8¢ + f )B(b)Cb a c),@Cb 8¢°‘
T af@ 0 0
XL = (o ape )( Yo 4P )
2 (f Cb cu Ot aB/Sa) + (a)ﬂ¢ a(bzf
of® 02 f(a) o
O apge 4 97 ~apge ) _ 10.
+ (f Cy B, + By C, B + Y- 838}2 (10.36)

. T
En las nuevas variables X queda pues en la forma

J— f a 8
XF f X(a)ﬂgb agb (f( a)ﬂ¢ﬂ 5¢6> 8¢ (1037)
0 0 9f®
+ (100B + a];u ) Py + (196,81 + af C, "By
o
02 f(a) )
83:"83:“) OB,
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que resulta tener la expresion de la extensién 1-jet con la conexién Iy, es
decir, con el término no tensorial

Teorema de Utiyama

La estructura variacional definida por (0] + 0q, (L1 + L2)w) es invariante
por el grupo de gauge asociado al dlgebra F(M) ® G si y solo si sobre las
secciones de KK, Lo es funcion sélo de las componentes del tensor de curvatura
asoctado a la conexion I, i.e.

Ly = Ls(FY)) (10.38)
donde®
1
) = Al — AL = 5C (AP A — AP AD) (10.39)

En definitiva, vemos que se recupera la estructura del Lagrangiano de los
campos compensadores tal y como se presenté en el Capitulo 3.
Por ltimo, en el fibrado asociado es posible construir el tensor de curva-
«

tura R%, 5 = F, lS,‘ﬁ)X (w)p asociado a la conexion I' 5 = AL“)X ()5

Replanteamiento

A modo de resumen, en el proceso meramente de cardcter matematico
descrito en este Apéndice se parte de un Lagrangiano de materia

Ly = Ly(p", Wz)

invariante bajo G y para conseguir la invariancia bajo F(M) ® G se modifica
la forma de estructura

0
0% = (dp = pyda”) 3

mediante la introduccién de la conexién I'. El proceso variacional tiene lugar
en la estructura (9", £,w) manteniendo la estructura del Lagrangiano original
de partida £;. La extension jet de los generadores f ® X es de tal modo que

fax =fox"’.

dA(®

. a
5Notamos que sobre secciones AELZ, =5
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Sin embargo, y sobre todo de cara a la formulacion de las interacciones
fundamentales, es preferible plantear el Teorema de Utiyama desde un punto
de vista mas “fisico” % tal y como precisamente desarrollé Utiyama. Este
ha sido el espiritu esencial que se ha seguido a lo largo esta memoria. En
particular, en el Capitulo 3, dedicado a las simetrias internas, se parte del
Lagrangiano de materia £; y 6'°, y se modifica £;, con la introduccién de la
conexion, adoptando un nuevo Lagrangiano

~

51(907 P Au) = El(cpa Pu + A;L) y

funcién de nuevos campos, A,, junto con la 87 y la extensién jet X ° y

———To .
f® X " pero de un generador X que tiene componentes sobre los nuevos
campos.

6Desde el punto de vista fisico, resulta ambiguo pensar que un mismo Lagrangiano es
capaz de describir dos situaciones fisicas distintas.
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10.4. Equivalencia entre la TRG y el Telepa-
ralelismo

Con los campos tetradicos se puede construir la métrica pseudorieman-
niana

Yuv = QudyTop -

La conexién espacio-temporal de la teoria gauge del grupo de translaciones
tiene la expresion

o . __ A PLOC  _ LO,.P
Ful/_ qukpw_kpqu,l/'

Se cumple la siguiente relacién

Poxe = —Dopu + 9prp
— o J—
con I'pxy = 9pol5 5 Goan = Oubpn-
La conexion I'?  se puede escribir en términos de la conexion de Levi-

uv

Civita F"f};fc) asociada a la métrica como sigue
o _ 10o(L-C) o
r I r 2% +K 2%
con

o(L—C)
s

=97 (Govs + Gppwr = Guvp) 5

’CO’

1%

Il

\
—~
>
Q

|
>
Q

|
>
Q
N—

donde

9° =T1° _T°

pv iz vi

es la torsion de la conexion I'?,,.
El tensor de curvatura, sin embargo, es nulo

R, =T I’ re,ro,,—1,r,, =0

puv Y T prip ovT pu

y, por tanto,

R9 = RQ(L*C) . Q9 -0 — RQ(L*C) _ Q9

n pHV pHV pHV puv

(10.40)
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donde R~ es el tensor de curvatura de la conexién de Levi-Civita y

0 — 0 0 0 o 0 o
Q ppv K pvip K puw + r UN’C v K P (10'41)
o o 6 o o 6
+ (F oV K pl/)lC o (F o K p/,L)IC ov *

Entonces la curvatura escalar reza

(L-C) _ pv (L-C) _ _pv
R = ¢” RV =g™or,., (10.42)

puv

En consecuencia la densidad Lagrangiana de Hilbert-Einstein se puede escri-
bir en la forma

Ly p~ARTO = AgmQr
- Agpl/(lcupv,u - K:HPH,V - IWGVICUW + F“WIC”W

(07, — K7, )K", 4+ (07, — K7,,)K*", ), (10.43)

con A = det(q;,) = \/—g. Haciendo uso de las relaciones

K, o= 0,0
0N = A",
9% = 979" Do
Goow = Lpou+Lopu
se obtiene
Ag™ Kt . = OuAK",) — K", 0,A — AK",, g5

= @AAHUU“) - QO_UMAFPpM + A,CNPU(Fpo,u + FUPM) )
y analogamente
—Ag” K", = 0,(A0,7") —0,7MAT?,, + AO g7 (L por + Lopr) -

Entonces, en pasos sucesivos, se tiene

Ag’”’(/C“pW — IC“MW — F“UVIC"W + F“UM/CUW) = —ZGM(AQU’“) — ZAGUWQ”W
- Ae,fmgwrpau + AICW)U(FPUM + FUPM - Fpr)
Ag””(IC“p,,’H - K*, =T K0, + 1, K7, =17, KF,, + FUPVIC“GH)

1
= —20,(A0,7) = 200,707, + SN0 07 + NG, 07

y anadiendo los dos ultimos términos

12 o 1 vo 1 vo
AGK Ky = =D (0 Or + 5000 )
S S < Vo

viuo
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finalmente se obtiene
1
\/—gR(L’C) = —20,(A0,17) — QAGU“"@”W + §A0(,up9"“p + A0y, , 07
1 vo 1 vo vo
— ZAQ "8y — §A0 #8400 + NG VQW“

1 v 1 14 14 g
_ A (49P 0, +—0r 07— 0 #,,) —9,(206,47) .

w’p 97w

o

Usando la relacién entre 67, y 177,

0%, = kLT, |
y teniendo en cuenta que los indices en 67, los subimos y bajamos con g”
Y g, respectivamente (e.g. ", = g"?¢”_, , etc), facilmente se llega a

ov )

1 1
L-C v v v
V=gR" 9 = A <4T”WTp“ + 5T, = T0,T ﬁ;)
— 0,(200,77) (10.44)

donde los indices de T7,, se suben y bajan con n*” y 1, respectivamente (e.g.
T,m = Moo 17, , etc). Esta dltima expresion indica que la densidad
Lagrangiana de Hilbert-Einstein es equivalente a la del teleparalelismo salvo
una divergencia.
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10.5. Generacion de masa para campos gauge
en modelos quirales

I. Modelo ¢ Abeliano

El Lagrangiano del modelo ¢ invariante bajo el grupo U(1) global viene
dado por

a? a?

Loty = ?Hﬁ” = ?g,ﬂg’“ , (10.45)
donde los campos son aplicaciones g : M — U(1l) y « es una constante
(eventualmente relacionada con la masa). La prescripcién del Teorema de
Utiyama formulado sobre el grupo de los 1-jets del grupo local U(1)(M)
conduce a un Lagrangiano invariante gauge con términos de masa para los
campos gauge Abelianos:

A o

Liot = Lomarr + Lo(Fw) = ?(9# —qA)(g" — qA") + Lo(Fl), (10.46)

donde ¢ es una constante de acoplamiento y, como es usual, Lo(F,,) =
—iFw,FW con F,, =A,,—A,,.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para el pardmetro del grupo U(1) se
pueden escribir en la forma

9, A" =0 (10.47)
con A* = % g* — A*. La correspondiente ecuacion para A, reza:
DA = m? A (10.48)
donde m? = a2cf denota la masa del campo gauge flu.

Definiendo F),, = A,, — A, (= F,), se puede reescribir el Lagrangiano
total invariante gauge-U(1) en la forma

1 I .
Liot = imQAMA“ + Lo(Fluw) (10.49)
eliminando asi los términos de masa cruzados.

Invariancia gauge “restringida” o “residual”

Surge de modo natural la cuestién de si el Lagrangiano (10.45) del modelo
0-U(1) es invariante gauge, puesto que en dicho Lagrangiano los campos son



144 CAPITULO 10. APENDICES

aplicaciones de M en U(1), y, por tanto, transformaciones gauge. La respuesta
es que es semi-invariante (i.e. invariante salvo una divergencia) bajo aquellas
transformaciones gauge Abelianas f que verifican 9,0"f = 0. Este tipo de
gauge recibe el nombre de gauge residual (véase, por ejemplo, [92]), puesto
que es el gauge remanente despues de imponer la ligadura 9, A" = 0 (gauge de
Lorentz). En el formalismo Lagrangiano estandar esto se confirma calculando
la derivada de Lie del Lagrangiano (10.45) con respecto a la extension jet del
generador gauge Abeliano X:

6£“m 7
LY ['“mat” = fu(aj‘)iat = a2f“<x>g’“ s (1050)
f 89#
que puede expresarse como 9, (f*g) si 0,0"f = 0.7
Es claro que para conseguir invariancia gauge bajo funciones f arbitrarias

se requieren campos compensadores.
II. Modelo o no Abeliano

Consideramos Lagrangianos quirales del tipo SU(n)r, x SU(n)g para des-
cribir los parametros de grupo. Por simplicidad, ilustramos el caso n = 2.
Todos los calculos se efectuan para la componente izquierda SU(2)y, ya que
para la derecha SU(2)y los resultados son idénticos pero con el signo opuesto
en las constantes de estructura (—n%,). Los campos de vectores invariantes
por la izquierda X (fjl) generan la accion derecha y los campos invariantes por
la derecha X (}Z) generan la accion izquierda, y, por tanto, en el modelo quiral
el cambio de L por R o viceversa no tiene ninguna consecuencia nueva. El
Lagrangiano de este modelo esta dado por

o? 1
Loorr = STr(g"g,0) (10.51)

donde g es un elemento de

SU() = {g = (

La 1-forma candnica invariante por la izquierda reza

0l(g) = g 'dg — 2] 2 dzy —dz
-z Z dzo dzy
z2idzy + z5dze  —27dzs + 25d2] (10.53)
—29dz1 + 21d29 2odzy + z1dzy | '
ikx O
4k ik 2] ié " i6
J &€ “y(k) 54 + h.c. también. Pero este generador corresponde a una funcién f(z) de

gauge cuyos coeficientes de Fourier tienen soporte en la hipersuperficie de Cauchy inicial
o capa de masas k? = 0, es decir, 00" f =0.

21

I ) 2,25 € C,det(g) = |21)* + |2o|* = 1} (10.52)

7Anélogamente, KXoty = € deja Lepatr semi-invariante, con lo cual X =
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y, analogamente, la 1-forma candnica invariante por la derecha viene dada
por

0%(g) =dgg™" . (10.54)
Sea el cambio de variables € = €(zy, z5) dado por

29 — 25
2
29 + 25
2

& = % . (10.55)

6"2
21 = 1—Z+Z€3

Z9 = —€9 +i€1 s (1056)

€1 =

€y =

Reciprocamente

y sus diferenciales rezan
le = T + id€3

dZQ = —d€2 + idﬁl . (1057)

La ley de grupo en términos de los parametros ¢; se escribe como

¢ = [1 gg_’+\/1 e lan (10.58)
€ = 46 46 26 €. .

En funcién de los pardametros de grupo ¢; las formas invariantes por la iz-
quierda y por la derecha asi como la densidad Lagrangiana del modelo sigma
no lineal adoptan la forma siguiente:

~ = &2 L
0~ = 1_Zd€_d 1_Z + €N de (10.59)
- = &2 L
0" = 1—Zd6—d 1_Z — E€Nde (10.60)
=2 =2\
E“mat” = @2 ( 1-— 64) ( 1-— 64) + OJZE:Hg'u
M

= a0, 0L Ko™ (10.61)
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. . — 0f(®
donde se emplea la notacién usual para las derivadas (f(€)) , = ae(: e’y Kap
es la métrica de Killing. Explicitamente, las componentes Hﬁ(“) de la forma

invariante por la izquierda §4(®) = Hﬁ(“) dx* se pueden llevar a la forma

€2 epel o 1
Ji-9

Las ecuaciones de movimiento asociadas con la densidad Lagrangiana (10.61)
son

0,0"€ = =2Lpar€ . (10.63)
Haciendo uso de estas ecuaciones se tiene que
N € 00" € = —2L a6 = 0,

y, entonces, se llega facilmente a que las componentes Qﬁ(“) son las corrientes
Noether conservadas bajo las trayectorias soluciones:

aueﬁ(a)lsoluciones =0. (1064)

Retomando el estudio de las simetrias de la teoria, como ya se comento,
la densidad Lagrangiana quiral es invariante bajo el grupo global SU(2). x
SU(Q)R

L
Lt Lomarr = Xy Lomar =0, (10.65)

donde los generadores izquierdos y su correspondiente extension 1-jet tienen
la forma

L _ € b 1 b _c 0 — b 0
X(a) 1-— 75(1 57’] act ) ? = X(a)ﬁ s (1066)
L 62 b 1 b c a
X = \/1—5a+277a66)3b
€€ 1 0
T B Y (10.67)
f1— €4 2 ’“) e,

Cambiando el signo en todas las constantes de estructura 7's se obtiene

Lyp;

( )/C“mat” - Yﬁ)ﬁ“maﬂ =0. (1068)



10.5. GENERACION DE MASA PARA CAMPOS GAUGE EN MODELOS QUIRALES147

El Lagrangiano total invariante gauge de la teoria tiene dos contribuciones:
la de interaccion y la correspondiente a la dinamica de los campos gauge
libres descrita por el tensor de intensidad F /Efﬁ). En lo que respecta a la nueva
prescripcion de acoplamiento minimo entre los parametros de grupo € y los
campos gauge A/(f) se debe realizar la sustitucion
—_ g A®

€, — €, — qA) X (10.69)
en el Lagrangiano quiral del punto de partida de la teoria. Multiplicando
(10.69) por la matriz inversa de X(,

o0 = /1 — —o° \ﬁ € (10.70)
1 —

y usando que QL(“) = 0 > €l acoplamiento minimo se reduce a
ejj(a) — L@ — gAY (10.71)

y, entonces, el Lagrangiano de interaccién con términos de masa para los
campos gauge se escribe en la forma

~

£“mat”:&2(0£(a) qA(a))(HL qA(b)) ™ (10.72)
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